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f(x, y, ..., u, ux, uy, ..., uxx, uyy, ...) = 0

��� ������ ���� ��� ����� 	�
��� 	���
� �� ���� ��� ������ ���

	����� 	��
�� 	����
 	��� u = u(x, y, z, ...) ���

�� ��� ��	

��� �
�
�
�	�	��� ���
		 ������� ��	��� ���� ������ ��� ��

ux, uy, ..., uxx, uyy, ... ��	����
� u ��
	��� 	����
���� � 
��	���� �����

	����� 	��
�� 	������ ��	�� ������� ���
��� �	�
 ���� ����� ������	
�	����� 	������ ��

������ ���

�������� 	� ��	�

∂u(x, y)

∂x
= 0

��
�
�

∂u(x, y)

∂x
= ux(x, y)

u =
∫

ux(x, y)dx = f(y)
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�������� 	� ��	�

∂u(x, y)

∂x
= x + y

��
�
�

∂u(x, y)

∂x
= ux(x, y)

u(x, y) =
∫

ux(x, y)dx =
∫

(x + y)dx =
x2

2
+ xy + f(y)

u(x, y) =
x2

2
+ xy + f(y)
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�������� 	� ��	�

∂u(x, y)

∂x
+ u(x, y) = 0

��
�
�

∂u(x, y)

∂x
= ux(x, y)

������ ��	�
 ������ y ���� ���� x �� ���

�� ��� u(x, y) � ����	

������ ���� 	����
��

du

dx
= −u

�



du

u
= −dx

ln u = −x + f(y)

u(x, y) = e−xef(y) = ˜f(y)e−x

˜f(y) = cos y ���� ���	� ����

⇒ u = cos y · e−x

⇒ ux = − cos y · e−x

⇒ ux + u = − cos y · e−x + cos y · e−x = 0
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∂2u(x, y)

∂x∂y
= 0

��
�
�

∂2u

∂x∂y
= uxy

ux =
∫

uxydy =
∫

0 · dy = ϕ(x)

u =
∫

uxdx =
∫

ϕ(x) · dx = ϕ̃(x) + ψ(y)
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∂2u(x, y)

∂y2
= 6y

��
�
�

∂2u

∂y2
= uyy

uy =
∫

uyydy =
∫

6ydy = 3y2 + ϕ(x)

u =
∫

uydy =
∫ [

3y2 + ϕ(x)
]
dy = y3 + yϕ(x) + ψ(x)

©

������ ���

�������� 	� ��	�

uxx + 2ux + 2u = 0

��� ��	�
 ������ y ���� ���� x �� ���

�� ��� u(x, y) � ����	
 ��
�
�
������
 ����
� �� �
� ���� 	����
�� ����

��
����� ��
����
r2 + 2r + 2 = 0

������� �����
r1,2 = −1 ± i

����� ���	�

u(x, y) = c1(y)e−x sin x + c2(y)e−x cos x
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�������� 	� ��	�
uxy + uy = 0

�����
 ��
�
�
uy(x, y) = v(x, y)

���	�	�
⇒ vx(x, y) + v(x, y) = 0

������ ��	�
 ������ y ���� ���� x �� ���

�� ��� v(x, y) � ����	

������ ���� 	����
��

dv

dx
= −v

dv

v
= −dx

ln v = −x + f(y)

v(x, y) = e−xef(y) = f̃(y)e−x

⇒ uy = f̃(y)e−x

u =
∫

uydy =
∫ (

f̃(y)e−x
)
dy = ˜̃f(y)e−x + g(x)
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�������� 	� ��	�
uxy − 2uy + ux − 2u = 0

�����
 ��
�
�
ux(x, y) − 2u(x, y) = v(x, y)

���	�	�
⇒ vy(x, y) + v(x, y) = 0

������ ��	�
 ������ x ���� ���� y �� ���

�� ��� v(x, y) � ����	

������ ���� 	����
��

dv

dy
= −v

dv

v
= −dy

ln v = −y + f(x)

v(x, y) = e−yef(x) = f̃(x)e−y

⇒ ux(x, y) − 2u(x, y) = f̃(x)e−y

������ ��	�
 ������ y ���� ���� x �� ���

�� ��� u(x, y) � ����	

�� "� µ = µ(x) ������
�� ���� ���
 ������ ���� 	����
��

µ(x) [ux − 2u] = [µ(x)u]x

µ(x) (ux − 2u) = µ(x)ux + µx(x)u

−2µ(x) = µx(x) ⇒ dµ

µ
= −2dx ⇒ ln µ = −2x

µ(x) = e−2x

#



µ = e−2x � ������� ���� �
� 	� ����


e−2x [ux(x, y) − 2u(x, y)] = e−2xf̃(x)e−y

[
e−2xu(x, y)

]
x

= e−2xf̃(x)e−y

e−2xu(x, y) =
∫

e−2x−yf̃(x)dx + g(y) = e−yF (x) + g(y)

����� ���	�
u(x, y) = e−yΦ(x) + e2xg(y)
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�������� 	� ��	�
ux + u = x

��� ��	�
 ������ y ���� ���� x �� ���

�� ��� u(x, y) � ����	
 ��
�
�
�� "� µ = µ(x) ������
�� ���� ���
 ������ ���� 	����
�� ����

µ(x) [ux + u] = [µ(x)u]x

µ(x) (ux + u) = µ(x)ux + µx(x)u

µ(x) = µx(x) ⇒ dµ

µ
= dx ⇒ ln µ = x

µ(x) = ex

µ = ex � ������� ���� �
� 	� ����


ex [ux(x, y) + u(x, y)] = exx

$



[exu(x, y)]x = exx

exu(x, y) =
∫

exxdx + f(y) = exx − ex + f(y)

����� ���	�
u(x, y) = x − 1 + e−xf(y)
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⎧⎪⎨
⎪⎩

uxy + ux = y
ux(x, 1) = x
u(0, y) = y.

������ �
�
� ���� Φ(x) �����
� 
��	 �
�� �� ������

⎧⎪⎨
⎪⎩

uxy + ux = y
ux(x, 1) = x

u(x, 1) = Φ(x).

�����
 �	 ��
�
�
ux(x, y) = v(x, y)

���	�	�
⇒ vy(x, y) + v(x, y) = y

y �� ���

�� ������ ����� ������ ���� ��� ������� ����	
 ����
������
�� ���� ���
 ������ ���� 	����
�� ���� ������ ��� x ����

�� "� µ = µ(y)
µ(y) [vy + v] = [µ(y)v]y

%



µ(y) (vy + v) = µ(y)vy + µy(y)v

µ(y) = µy(y) ⇒ dµ

µ
= dy ⇒ ln µ = y

µ(y) = ey

µ = ey � ������� ���� �
� 	� ����


ey [vy(x, y) + v(x, y)] = eyy

[eyv(x, y)]y = eyy

eyv(x, y) =
∫

eyydy + f(x) = eyy − ey + f(x)

v(x, y) = y − 1 + e−yf(x)

��

� v(x, 1) = x ��
	� ��
�� ux(x, 1) = x ��
	 	� ���


ux(x, 1) = x ⇒ v(x, 1) = x

v(x, 1) = 1 − 1 + e−1f(x) = x

f(x) = ex

v(x, y) = y − 1 + e−yex = y − 1 + e1−yx

⇒ ux = y − 1 + e1−yx

u =
∫

uxdx =
∫ (

y − 1 + e1−yx
)

dx = yx − x + e1−y x2

2
+ g(y)

���

� u(0, y) = y �
�� ��
	� 	� ���


u(0, y) = y ⇒ g(y) = y

&



����� ���
	� �
� �� 	���
�� ������� ���	� ���

u(x, y) = xy − x + y +
x2

2
e1−y

������

ux = y − 1 + xe1−y

uxy = 1 − xe1−y

uxy + ux = 1 − xe1−y + y − 1 + xe1−y = y

ux(x, 1) = 1 − 1 + xe1−1 = x

u(0, y) = 0 · y − 0 + y +
02

2
e1−y = y

©
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�
⇒ ux = y − 1 + e1−yx

u =
∫

uxdx =
∫ (

y − 1 + e1−yx
)

dx = yx − x + e1−y x2

2
+ g(y)

���

� u(x, 1) = Φ(x) �
�� ��
	� 	� ���


u(x, 1) = Φ(x) = x − x + e1−1x2

2
+ g(1)

⇒ Φ(x) = x2

2
+ c

c = g(1)
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�� ������� ���	� ���

⎧⎪⎨
⎪⎩

uxy + yuy = 2xy
uy(0, y) = −2

y

u(x, 1) = x.

�����
 ��
�
�
uy(x, y) = v(x, y)

���	�	�
⇒ vx(x, y) + yv(x, y) = 2xy

x �� ���

�� ������ ����� ������ ���� ��� ������� ����	
 ����
������
�� ���� ���
 ������ ���� 	����
�� ���� ������ ��� y ����

�� "� µ = µ(x)
µ(x) [vx + yv] = [µ(x)v]x

µ(x) (vx + yv) = µ(x)vx + µx(x)v

yµ(x) = µx(x) ⇒ dµ

µ
= ydx ⇒ lnµ = xy

µ(x) = exy

µ = exy � ������� ���� �
� 	� ����


exy [vx(x, y) + yv(x, y)] = exy · 2xy

[exyv(x, y)]x = 2xyexy

exyv(x, y) = 2y
∫

xexydx + f(y) = 2y

[
xexy

y
−

∫
exy

y
dx

]
+ f(y)

exyv(x, y) = 2xexy − 2exy

y
+ f(y)

��



v(x, y) = 2x − 2

y
+ e−xyf(y)

��

� v(0, y) = −2
y
��
	� ��
�� uy(0, y) = −2

y
��
	 	� ���


uy(0, y) = −2

y
⇒ v(0, y) = −2

y

v(0, y) = −2

y
+ e0f(y) = −2

y

f(y) = 0

v(x, y) = 2x − 2

y

⇒ uy = 2x − 2

y

u(x, y) =
∫

uy(x, y)dy =
∫ (

2x − 2

y

)
dy = 2xy − 2 ln |y| + g(x)

���

� u(x, 1) = x �
�� ��
	� 	� ���


u(x, 1) = 2x + g(x) = x ⇒ g(x) = −x

����� ���
	� �
� �� 	���
�� ������� ���	� ���

u(x, y) = 2xy − 2 ln |y| − x

������

ux = 2y − 1

uy = 2x − 2

y

uxy = 2

��



uxy + yuy = 2 + 2xy − y
2

y
= 2xy

uy(0, y) = 2 · 0 − 2

y
= −2

y

u(x, 1) = 2x − 2 ln |1| − x = x
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�������� ���	� ���
uxxy − uy = 0

�����
 ��
�
�
uy(x, y) = v(x, y)

���	�	�
⇒ vxx(x, y) − v(x, y) = 0

������ ��	�
 ������ y ���� ���� x �� ���

�� ��� v(x, y) � ����	

��
����� ��
���� ������
 ����
� �� �
� ���� 	����
��

r2 − 1 = 0

������� �����
r1,2 = ±1

����� ���	�
v(x, y) = c1(y)ex + c2(y)e−x

⇒ uy(x, y) = c1(y)ex + c2(y)e−x

u(x, y) =
∫

uy(x, y)dy =
∫ (

c1(y)ex + c2(y)e−x
)
dy = c̃1(y)ex+c̃2(y)e−x+g(x)

��



������

uy = c1(y)ex + c2(y)e−x

uyx = c1(y)ex − c2(y)e−x

uyxx = c1(y)ex + c2(y)e−x

uxxy − uy = c1(y)ex + c2(y)e−x − c1(y)ex − c2(y)e−x = 0

©
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�������� ���	� ���
uxyy + 2uxy + ux = ey

�����
 ��
�
�
ux(x, y) = v(x, y)

���	�	�
⇒ vyy(x, y) + 2vy(x, y) + v(x, y) = ey

������ ��	�
 ������ x ���� ���� y �� ���

�� ��� v(x, y) � ����	

��
����� ��
���� ������
 ����
� �� �
� ���� 	����
��

r2 + 2r + 1 = 0

������� �����
r1,2 = −1

��
����� ���	�
vh(x, y) = c1(x)e−y + c2(x)ye−y

� 



vp = Aey → Aey + 2Aey + Aey = ey → A =
1

4
→ vp =

1

4
ey

����� ���	�

v(x, y) = c1(x)e−y + c2(x)ye−y +
1

4
ey

ux(x, y) = c1(x)e−y + c2(x)ye−y +
1

4
ey

u(x, y) =
∫

ux(x, y)dx =
∫ (

c1(x)e−y + c2(x)ye−y +
1

4
ey

)
dx

u(x, y) = c̃1(x)e−y + c̃2(x)ye−y +
x

4
ey + g(y)

������

ux = c1(x)e−y + c2(x)ye−y +
1

4
ey

uxy = −c1(x)e−y + c2(x)e−y − c2(x)ye−y +
1

4
ey

uxyy = c1(x)e−y − 2c2(x)e−y + c2(x)ye−y +
1

4
ey

uxyy + 2uxy + ux =
c1(x)e−y − 2c2(x)e−y + c2(x)ye−y + 1

4
ey

+2
[
−c1(x)e−y + c2(x)e−y − c2(x)ye−y + 1

4
ey

]
+c1(x)e−y + c2(x)ye−y + 1

4
ey

= ey
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�oey�x xcqn zix�ipil g�cnd �

ux� uy� ���� uxx� uyy� ��� dizexfbpe u mipzyna zix�ipilyk � zix�ipil g�cnd �dxcbd

��id oey�x xcqn zix�ipil g�cnd ly zillkd dxevd

a�x� y�ux � b�x� y�uy � c�x� y�u � d�x� y�

�mi�ad mialyd ixg� aewrp g�cnd z� xeztl ick �� odizy �l a� b

�xeztp

dy

dx
�

b�x� y�

a�x� y�

s�x� y� � c� �oexzt lawpe

� mipzynd ztlgd z� mixicbn�
s�x� y� � s

t�x� y� � x

s� t ly zeivwpet a� b� c� d xy�k wt �
c

a
w � d

a
lawp

�miixewnd mipzynl xefgl gekyl �l

mipzynd ztlgd dvap �xaqd���
��

s � s�x� y�
t � t�x� y�

w�s� t� � u�x� y�

ux � wssx � wttx

uy � wssy � wtty

a �wssx � wttx� � b �wssy � wtty� � cw � d

�



ws �asx � bsy� � wt �atx � bty� � cw � d

miiwnd s�x� y� � const ghyn �evnl dvxp

� a�x� y�sx � b�x� y�sy � �

� sx

sy
� � b�x� y�

a�x� y�

y � y�x�� dnezq divwpet dxicbn s�x� y� � const d�eeyndy migipn
x itl d�eeynd z� mixfebe

�s

�x
�

�s

�y

dy

dx
� �

� sx

sy
� �dy

dx

�d�eeynd oexzt xnelk

� dy

dx
�

b�x� y�

a�x� y�

dycgd d�eeynde a�x� y�sx � b�x� y�sy � � �y jk s�x� y� � const ozep
mipzyn iepiy ixg��

s�x� y� � s

t�x� y� � x

�
�

tx � �
ty � �

wt �atx � ty� � cw � d

awt � cw � d

wt �
c
a
w � d

a

oezp mewr liknd �oexzt� ilxbhpi� ghyn �evnl ezernyn ihxt oexzt �evnl
i�r zixhnxt dxeva oezp C �y gipp �xyu agxna C���

��
x � x�s�
y � y�s�
u � ��s�

	



�� �l u z� mieeyne illkd oexzta x�s�� y�s� z� miaivn f z� �evnl ick
meiwl witqne igxkd i�pz �dirad ly cigid oexztd z� lawp ixyt� df m�

�dcewp s�a ipiite� ew ly oeeka �l �ed C mewrdy �ed zecigie
�zepexzt seqpi� miniiw e� miiw �l oexztd if� 
 miiwzn �l df m�

�d�eeynl zepexzt � �vn �libxz ���

�
ux � �uy � �

u�x� �x� �� � 	

�oexzt

�x�cnd z� miazek
dy

dx
�

b�x� y�

a�x� y�

� dy

dx
� �

�dze� mixzet

�
Z
dy �

Z
�dx

y � �x� c

�dnezq dxeva oexzt miazek

y � �x � c

�dni�znd mipzynd ztlgd z� mixicbn

� s�x� y� � y � �x

mipzynd ztlgd dvap

�
���
��

s�x� y� � y � �x

t�x� y� � x

w�s� t� � u�x� y�

�zxyxyd llk i�r milawn

ux � wssx � wttx

�



uy � wssy � wtty

�milawne dpezpd d�eeynd jeza miaivn

�wssx � wttx� � � �wssy � wtty� � �

ws �sx � �sy� � wt �tx � �ty� � �

ws ��� � � � �� � wt �� � � � �� � �

wt � � � w�s� t� �
Z
wt�s� t�dt �

Z
� � dt � f�s�

�mcew eplaiw la�
s � y � �x

�illk oexzt
� u�x� y� � f�y � �x�

�ihxt oexzt
u�x� �x� �� � 	 � f��x� � � �x� � 	

f���� � 	

���� 	� 
 dcewp jxc zxaery f divwpet lk dni�zn f�

��

f� � 	 � u��x� y� � 	

��

z � y � �x� f��z� � �	

�
z

� u��x� y� � �	

�
�y � �x�

u�x� �x� �� � �	

�
��x� � � �x� � 	

�



��

f��z� � z � �� � u��x� y� � y � �x� ��

u�x� �x� �� � �x� � � �x� �� � 	

�libxz ���

�mi�ad mi�pzd z� miiwnd d�eeynl oexzt �vn �����

�
yux � xuy � �� y � �

u��� y� � �y

�mi�ad mi�pzd z� miiwnd d�eeynl oexzt �vn �����

�
yux � xuy � �� y � �
u��y� y� � sin y�

�mi�ad mi�pzd z� miiwnd d�eeynl oexzt �vn �����

�
yux � xuy � �� y � �

u�y� y� � ey

�mi�ad mi�pzd z� miiwnd d�eeynl oexzt �vn �����

�
yux � xuy � �� y � �

u��y� y� � �

�mi�ad mi�pzd z� miiwnd d�eeynl oexzt �vn �����

�
yux � xuy � �� y � �

u�x��p� � x�� � tan x
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