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 אינטגרלים של פונקציות מרוכבות
 

 :תזכורת
 

 :של משתנה ממשי) מרוכבת(אינטגרל של פונקציה  
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t dt u t iv t dt u t dt i v t dt= + = +  ∫ ∫ ∫ ∫ 
 

 :אינטגרל של פונקציה מרוכבת לאורך עקום כלשהו 
   
]אם    ]: ,a bγ   -אז ,  מסילה חלקה כלשהי→

( ) ( )( ) ( )
b

a

f z dz f t t dt
γ

γ γ ′=∫ ∫ 

 
 : היסודי לאינטגרלים לאורך מסילותהמשפט 

 
]-ו, D מרוכבת אנליטית בתחום fאם    ]: ,a b Dγ  :אז,  מסילה חלקה בתחום→

( ) ( )( ) ( )( )f z dz f b f a
γ

γ γ′ = −∫ 

 
 :אינטגרל לאורך מסלול 

 
1-ו,  רציפהfאם    2,γ γ הן שתי מסילות חלקות המתאימות לאותו קו - Γ ,אז: 

( ) ( )
1 2

f z dz f z dz
γ γ

=∫ ∫ 

): ומסמנים   ) ( )
1

f z dz f z dz
γΓ

=∫ ∫. 

 
 :משפט ההערכה 

 
 :אז,  רציפה עליוf-ו) קו חלק למקוטעין( קונטור Γאם   

( )f z dz M L
Γ

≤ ⋅∫ 

),  אורך הקו– L –כאשר    )max zM f z∈Γ= 
 
 

 1' תרגיל מס
 

): חשב את האינטגרל )0

R

nz z dz
Γ

}: כאשר, ∋n עבור כל ∫− }0|R z z z RΓ = − =. 

 פתרון
 

( ) 0 Reitt zγ = 0: כאשר, RΓ היא פרמטריזציה של המעגל + 2t π< ≤. 

( ) itt iR eγ ′ = ⋅. 
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 :לכן נקבל
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1nעבור , כעת ≠  : נקבל−
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

21 2 1 0
1 1 1
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1 1 0
1 1 1 1 1

it n i n
n n n
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= ⋅ = ⋅ − = ⋅ − =      + + + + +   
 

 
1nעבור  =  : נקבל−

2 2
1 1 0

1
0 0

2I iR e dt i dt i
π π

π− +
− = = =∫ ∫ 

 
1n-ופרט ל, R או 0z-שהתוצאה אינה תלויה ב, שימו לב =  .n-גם לא ב, −

 
 

 2' תרגיל מס
 

z: חשבו את האינטגרל zdz
Γ
 : הוא המסלול הבאΓכאשר , ∫

 
 

 פתרון
 

1 - לשני חלקים Γנחלק את המסלול  2Γ = Γ +Γ ,באופן הבא: 

Γ

1-1
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 :נמצא פרמטריזציות לשני הקווים
( )
( )

1 1

2 2

: , 0

: , 1 1

itt e t

t t t

γ π

γ

Γ = ≤ ≤

Γ = − ≤ ≤
 

 : מתקיים1Γעל , כעת

( ) ( )
( )

1 1

1

it it it

it

z z t t e e e

t ie

γ γ

γ

−= = =

′ =
 

 

: ולכן נקבל
1 0 0

it itz zdz e ie dt itdt i
π π

π−

Γ

= ⋅ = =∫ ∫ ∫ 

 
 :  מתקיים2Γעל 

( ) ( )
( )

2 2

2 1

z z t t t t t t

t

γ γ

γ

= = =

′ =
 

: ולכן נקבל
2

0 11 0 1 3 3
2 2

1 1 0 1 0

1 10 0 0
3 3 3 3
t tz zdz t tdt t dt t dt

Γ − − −

   = = − + = − + = − + + − =   
   ∫ ∫ ∫ ∫ 

 
: ולכן לסיכום נקבל

1 2

z zdz z zdz z zdz iπ
Γ Γ Γ

= + =∫ ∫ ∫ 

 
 

 3' תרגיל מס
 

: הוכיחו
( )( )

2

2 2

2 5lim 0
4 2 2

R

R
z z dz

z z z→∞
Γ

+ −
=

+ + }כאשר , ∫+ }|R z z RΓ = =. 

 
 פתרון

 

1Γ

1-1
2Γ
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): לפי משפט ההערכה ) ( )2
R

R

zf z R max f zπ ∈Γ
Γ

≤  הוא היקף של מעגל RΓאורך המסלול  (∫⋅

2כלומר , Rברדיוס  Rπ.( 
 .RΓ לאורך המעגל fנחפש הערכה כלשהי לחסם על הערך המוחלט של , לכן

 

( ) ( )( )

2
2 2

2 2
4

2 2

2 51
2 5

4 2 24 2 2 1 1

z
z z z zf z

z z z z
z z z

+ −
+ −

= =
+ + + + + +

 

 

22 :יתן לנו, שיוויון המשולש-שימוש באי 2 2

2 5 2 5 2 5 2 51 1 1 1
z z z z z R Rz

+ − ≤ + + = + + = + + 

2:  גדול מספיק נקבלRולכן עבור 

2 51 2
z z

+ − ≤ 

22, כמו כן 2 2

4 4 4 41 1 1 1
z z Rz

+ ≥ − = − = 2:  מספיק גדול נקבלRולכן עבור ,  −

4 11
2z

+ ≥. 

2 -ואחרון  2

2 2 2 21 1
z z z z

+ + ≥ − 22 -וכן . + 2

2 2 2 2 2 2
z z z R Rz
+ ≤ + =  מספיק גדול Rעבור . +

2נקבל 

2 2 1
2z z

+ 2: ולכן, ≥

2 2 11
2z z

+ + ≥. 

 
 :ונקבל

( )
2

2
2 2

2 2

2 51
2 8
1 14 2 21 1
2 2

z zf z
RRz

z z z

+ −
≤ ≤ =

⋅ ⋅+ + +
 ). מספיק גדולRעבור  (

 

) - מספיק גדול Rעבור , ולכן ) 2

8max
Rz f z

R∈Γ ≤. 

 

): ונקבל ) 2

8 162 0
R

Rf z dz R
R R

ππ →∞
Γ

≤ ⋅ = →∫ 

): ולכן נסיק כי )lim 0
R

R f z dz→∞
Γ

 .ל"מש -) א עובד גם כאן"מחדו' כלל הסנדוויץ (∫=

 
 4' תרגיל מס

 

): הוכיחו ) 1f z dz
Γ

): כאשר, ∫≥ ) 1
5

f z
z

=
−

 : הוא הקונטור הבאΓ-ו, 

z נמצאת על המעגל { }z R= 
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 פתרון
 

5:  מתקייםzנשים לב כי לכל  5z z− =  ).סימטריה ביחס לציר הממשי (−

5z, כמו כן Γ ,5zולכן עבור הנקודות שעל הקו , 5- מz מציין את המרחק של −  יקבל ערך −
1z' מינימלי בנק  :ולכן. Γ על 5-הקרובה ביותר ל'  שהיא הנק=

min 5 min 5 1 5 4z zz z∈Γ ∈Γ− = − = − = 
 :מזה נסיק כי

( ) 1 1max max
5 4z zf z

z∈Γ ∈Γ= =
−

 

 ).1 קטעים באורך 4-רכב ממו (4 הוא Γדי פשוט לראות כי האורך של , בנוסף
 :י משפט ההערכה נקבל"ולכן עפ

( ) 14 1
4

f z dz
Γ

≤ ⋅  .ל"מש - ∫=

 
 
 
 
 
 
 

Γ

1 i+


