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  עקרון הארגומנט ומשפט רושה
  

  :עקרון הארגומנט
  

  .D-המוכל יחד עם הפנים שלו ב, פשוט- מסלול סגורΓ-ו,  כלשהוD המוגדרת בתחום fתהי 
  :כך שמתקיים

  1 .f אנליטית ואין לה אפסים על Γ.  
 .שכולן קטבים, Γות בתוך  מספר סופי של נקודות סינגולריf-ל. 2  

  
  :אז מתקיים

( )
( )

1
2

f z
dz N P

i f zπ Γ

′
= −∫  

  :כאשר
N =  מספר האפסים שלf בתוך Γ)  אפס מסדר כאשרm נספר mפעמים (  
P =  מספר הקטבים שלf בתוך Γ)  קוטב מסדר כאשרmר  נספmפעמים (  
  

) הערך  )
( )

1
2

f z
dz

i f zπ Γ

′
)של " האינדקס"נקרא גם ) שהוא מספר שלם( ∫ )f Γ שהוא מספר הפעמים 

)שהמסלול  )f Γמקיף את הראשית .  
   –למשל 

  : האינדקס של המסלול

  
  ...). ובכיוון החיובים לאורך הקו פעם אחת בלבדבהנחה שהולכי (2הוא 

  
  

  1' תרגיל מס
  

): חשבו )
( )2z

f z
I dz

f z=

′
= ): כאשר, ∫ ) ( )( )

2

3 1z z
f z

z
+ +

=.  

  
  פתרון

  
3z הם fהאפסים של  = 1z- ו− = 1zרק , מתוכם.  ושניהם אפסים פשוטים− =  נמצא בתוך המעגל −
{ }| 2z z   .N=1: לכן נקבל, =

0z הוא fהקוטב היחיד של    .P=2ולכן ) ?מדוע (2וזהו קוטב מסדר , =
  
): כ נקבל"סה ) ( )2 2 1 2 2I i N P i iπ π π= − = − = −.  
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  2' תרגיל מס

  

: חשבו את האינטגרל
21

sin 2
1sin
2

z

zI dz
z=

=
−

∫  

  פתרון
  

): נסמן ) 2 1sin
2

f z z= −.  

): אז ) 2sin cos sin 2f z z z z′ = =.  

): ונקבל )
( )1z

f z
I dz

f z=

′
= ∫.  

  :fכעת נמצא את מספר האפסים של 
  

( )2 1sin 0
2

z f z= ⇐ =  

⇓  
1sin
2

z = ±  

⇓  

4
z kπ π= ± +  

1: האפסים שנמצאים בתוך מעגל היחידה הם אם כן 2,
4 4

z zπ π
= = −.  

): שכן, והם אפסים פשוטים ) sin 2f z z′   : ולכן=

( )

( )

1

2

sin 1 0
2

sin 1 0
2

f z

f z

π

π

′ = = ≠

′ = − = − ≠
  

  .N=2: כ"כלומר נקבל סה
  ).אין קטבים (P=0 היא אנליטית בתוך מעגל היחידה ולכן fהפונקציה 

  
לכן תנאי עקרון הארגומנט מתקיימים ,  אנליטית ואינה מתאפסת על מעגל היחידהfנשים לב כי , כמו כן

  :ואפשר לרשום
( )
( )1

1 2
2 z

f z
dz N P

i f zπ =

′
= − =∫  

⇓  
4I iπ=  

  
אבל אז היינו צריכים לחשב שאריות , אריתהיה ניתן לחשב את האינטגרל גם בעזרת משפט הש: שימו לב

  .והיה יוצא קצת יותר ארוך
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  :משפט רושה
  

  .D- קונטור סגור פשוט המוכל יחד עם הפנים שלו ב- D .Γ אנליטית בתחום f,gתהיינה 
):  מתקייםz∈Γאם לכל  ) ( )g z f z< ,אז ל-fול -f g+ יש אותו מספר אפסים בפנים של Γ 

  ). פעמיםm נספר mכאשר אפס מסדר (
  
  

  3' תרגיל מס
  

1a: נתון e−<.  

1zלא קיים מספר מרוכב : ל"צ 3ze: כך שמתקיים, > az=.  
  

  פתרון
  

): נסמן ) ( ) 3,zf z e g z az= = −.  

):  על מעגל היחידה מתקייםzלכל , כעת ) 1z xf z e e e−= = ) וכן ≤ ) 3g z az a= =.  

1aכמו כן נתון כי  e−< , ולכן נקבל כי לכלzעל מעגל היחידה מתקיים  :( ) ( )1g z a e f z−= < ≤,  

): כלומר ) ( )g z f z<.  
 אותו מספר f+g- ולf-י משפט רושה נסיק כי ל"ולכן עפ,  אנליטיות בתוך ועל מעגל היחידהf,gברור כי 

  .אפסים בתוך מעגל היחידה
)אבל  ) 0zf z e=  אין אפסים בתוך f+g- אפסים בתוך עיגול היחידה ולכן גם לf-בפרט אין ל, z לכל ≠

  .היחידה
1zכלומר לא קיים  ):  כך ש> ) ( ) 30 zf z g z e az= + =  בעיגול zלא קיים , או במלים אחרות, −

3ze: היחידה המקיים az=.  
  
  

  4'  מסתרגיל
  

4: כמה פתרונות יש למשוואה 5 1 0z z+ + = :  
}: בעיגול  .א }1 | 1D z z= <  

} :בטבעת  .ב }2 |1 2D z z= < < 
  

  פתרון
  
): נסמן. א ) ( ) 45 , 1f z z g z z= = +.  

): על מעגל היחידה מתקיים, כעת ) ( )4 45 5 2 1 1f z z z z g z= = > = + ≥ + =.  

 שווה 1C- בfולכן נסיק כי מספר האפסים של , נליטיות על ובתוך מעגל היחידה אf,gכמו כן ברור כי 
  .1C- בf+gלמספר האפסים של 

)אבל  ) 5f z z=ולכן ברור כי ל -f1- יש אפס פשוט אחד בC ,לכן ל-f+g1- יש אפס אחד בC , כלומר

): המקיים, 1C- יחיד בzקיים  ) ( ) 4 5 1 0f z g z z z+ = + + =.  
  .1Cלכן למשוואה הנתונה יש פתרון יחיד בעיגול 



 14'  תרגול מס– פונקציות מרוכבות – 104215

 - 4 -

  
): נסמן. ב ) ( )4 , 5 1f z z g z z= = +  

ית אבל אפשר לחשב כמה פתרונות יש בעיגול החיצוני ולהפח, עבור טבעתמשפט רושה לא מתקיים 
  ).כמעט(ולקבל את מספר הפתרונות בטבעת , ממספר הפתרונות בעיגול הפנימי

}אז על המעגל  }| 2z z ): מתקיים, = ) ( )4 16 11 5 1 5 1f z z z z g z= = > = + ≥ + =.  

}עיגול בf+gשל  שווה למספר האפסים fנסיק כי מספר האפסים של , לכן }| 2z z <.  

} בעיגול אפסיםf+g 4-נסיק כי גם ל, 4 יש אפס מסדר f-כיוון של }| 2z z <.  

}אנחנו יודעים כי בעיגול בעיגול' מסעיף א }| 1z z   .יש פתרון אחד, >

45 :מתקייםכי ' בחלק אהראנו על מעגל היחידה , כמו כן 1z z> : ולכן, +

( )4 4 45 1 5 1 5 1 0z z z z z z+ + = + + ≥ − + , כלומר אין למשוואה פתרונות על מעגל היחידה, <

4 יש 2Cולכן נסכם ונסיק כי בטבעת  1 3−   . פתרונות למשוואה=
  

  :באופן כללי
1 :יש לנו משוואה כזואם 

1 1 0... 0n n
n na z a z a z a−

−+ + + +  ורוצים למצוא מספר פתרונות בתוך =
כלומר שערכו המוחלט גבוה מכל השאר על המעגל , "הכי חזק"אז בוחרים את האיבר , עיגול מסויים

  .gואת שאר הפולינום להיות , f  ומגדירים אותו להיות, המדובר
  
  

  5' תרגיל מס
  

)תהי  )g zונטור  אנליטית בתוך ועל הקΓ) פשוט-סגור.(  

):  מתקייםz∈Γכי לכל ,  וכןΓנתון כי הראשית נמצאת בפנים של  )g z z<.  
  
  .Γ בתוך g- ליחידהקיימת נקודת שבת : ל"צ
  

  פתרון
  

)אם נסמן , כעת. Γ אנליטית בתוך ועל gנתון כי  )f z z= )אז מהנתון , − ) ( )g z z f z< = ,
  .Γ אותו מספר אפסים בתוך f+g- ולf-ן לולכ, Γ על נסיק כי תנאי משפט רושה מתקיימים

)אבל  )f z z= , ברור כי יש לה בדיוק אפס אחד בתוךΓ) כי הראשית נמצאת בפנים שלו.(  

): למשוואהכלומר . Γ יש אפס אחד בתוך f+g-ולכן נסיק כי ל ) ( ) ( )0 f z g z g z z= + =  יש −
  .Γ בתוך g-כלומר קיימת נקודה שבת יחידה ל, פתרון יחיד

  
  6' תרגיל מס

  
zz: למשוואה: ל"צ eλ −= −) 1λ   . בחצי המישור הימניפתרון יחידיש , )<
  

  פתרון
  

): נסמן ) ( ), zf z z g z eλ −= − =.  
  :הבא RΓכעת נסתכל על הקונטור 
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1Rעבור כל  λ>   : מתקיים+
  : על חצי המעגל •

( )
( )

1

1z x

f z z z R

g z e e

λ λ λ
− −

= − ≥ − = − >

= = ≤
  

⇓  
( ) ( )f z g z>  

  
]ל הקטע ע • ],iR iR− : 

( )
( )

2 2 1

1z x

f z z y

g z e e

λ λ
− −

= − = + >

= = =
  

⇓  
( ) ( )f z g z>  

  
):  מתקייםRΓכלומר קיבלנו כי על  ) ( )f z g z> )  1עבורR λ>  אנליטית f,g כי כמו כן ברור, )+

  . הוא זההRΓ בתוך f+g- וfי משפט רושה נסיק כי מספר האפסים של "ולכן עפ, RΓבתוך ועל 
1Rעבור  (RΓ יש בדיוק אפס פשוט אחד בתוך f-אבל ברור כי ל λ> z: אוהו) + λ=.  

): כלומר למשוואה, RΓ יש בדיוק אפס אחד בתוך f+g-לכן גם ל ) ( )0 zf z g z z eλ −= + = − יש  , +

zz: וזו בעצם המשוואה, RΓ -פתרון יחיד ב eλ −= −.  
 הוא Rמספר הפתרונות של המשוואה בתוך חצי המעגל ברדיוס , ספיק גדול מRכלומר הראנו כי לכל 

  .כ בחצי המישור הימני למשוואה יש בדיוק פתרון אחד"לכן נסיק סה. 1בדיוק 
 

  
  

  
  

R  

iR 

iR-  

0x ≥ 

0x = 


