
 :קירובים להתפלגויות
)אם : תבינומילהתפלגות פואסוני  , )X Bin n p∼ 

1 בסדר גודל של p- גדול דיו וn -ומתקיים ש
n ,

מתפלג ) מספר ההצלחות (Xאז בקירוב 
( )Pois npλ =. 

י שימוש במשפט "ע: נורמלי להתפלגות בינומית
: הגבול המרכזי נגדיר אינדיקטורים

( , ) ( , )jIX Bin n p X X N np npq⇒⇒ = ∑∼ ∼ 

כאשר : קירוב בינומי להתפלגות היפר גאומטרית
n N M+� , תוצאת ההתפלגות הבינומית קרובה

. לתוצאת ההתפלגות הגיאומטרית

( )( , , ) ,
M
N MX HG n N M X Bin n +⇒∼ ∼ 

 :קומבינטוריקה
 n ואיבריו מתוך rוקטור סדור באורך (חליפות 

):     וכל איבריו שונים, איברים
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n
P n r
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)  ):         פרמוטציות(תמורות  ) !P n n= 

  :              חליפות עם חזרות
r
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 ללא r בגודל nבחירת תת קבוצה של (צירופים 

)): חשיבות סדר הבחירה ) !
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 n - כדורים זהים לrחלוקת (צירופים עם חזרות 
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n r
+ − + −

=
−

 

 כלשהו         מ" מX :פונקציה יוצרת מומנט 

( )( ) tx
X t E eM = 

עבור ) כתוחלת(רת  מוגדXM: הנחה

( ),t δ δ∈ −. 

 :מ"תכונות פי

Xאם  )1 YM M= עבור ( ),t δ δ∈  X - אז ל−

 . אותה התפלגותY -ול

)אם  )2 )X tMמוגדרת ב - ( ),ε ε− אז 

( )0

k
k

k tX

d
E X

dt
M = =. 

Xת אז " בY- וXאם   )3 Y X YM M M+ = ⋅. 
Xמ ו" מ- ,a bקבועים אז  :

( ) ( )
bt

aX b xt e M atM + =. 

 :התפלגות גיאומטרית
 כאשר k -ההסתברות להצלחה ראשונה בנסיון ה

 .pניסוי היא כל הסתברות ההצלחה ב

 k ההסתברות לקבל בדיוק :התפלגות בינומית
 ניסויים שלכל אחד הסתברות nהצלחות בסדרה של 

  .pהצלחה 

)אם  , )X B n p∼ וגם ( , )Y B m p∼)  אותוpבשניהם  (

): אז  , )X Y B m n p+ +∼ 

 :התפלגות בינומית שלילית
ית בדיוק -m-ההסתברות לקבל את ההצלחה ה

 . p הצלחה 'לכל ניסוי הסת כאשר k-בנסיון ה
 כדורים Nבכד נמצאים  :גיאומטרית-התפלגות היפר

 כדורים nמוציאים .  כדורים לבניםM -ורים ושח
ההסתברות שבין הכדורים . באקראי ללא החזרה

  . כדורים שחוריםkשהוצאו נמצאים 
מדד  µ:  µ עם פרמטר ן בדידה פואסופלגותהת

 .לקצב הגידול
)אם  )X Pois λ∼ וגם ( )Y Pois µ∼ אז 

( ) ( )X Y Pois λ µ+   : וגם∽+

( ) ,X X Y x y Bin x y
λ

λ µ
+ = + +

+

 
 
 
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 ניסויים בלתי n מבצעים :התפלגות מולטינומית

 תוצאות אפשריות כל kימות לכל ניסוי קי. תלויים

:  ומתקייםpi היא iשהסתברות לתוצאה 

1
1

k
pii

∑ =
=

 .Xi מציין את מספר התוצאות מסוג i 

 .  ניסוייםn - בשהתקבלות
בעל ההסתברות הגבוהה ,  הערך בהתפלגות:שכיח

 .)או שמופיע הכי הרבה פעמים(ביותר 

), מ" מY- וX :אריאנסו-קו ) xXE µ=ו -

( )
YYE µ= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) x YX Y XY X YCov X Y E E E Eµ µ− − = − ⋅= 
)ת אז " בY- וXאם   )1 , ) 0Cov X Y =. 

X,בדרך כלל ההיפך אינו נכון  Y ⇐ ( , ) 0Cov X Y = 

 .ת"ב
)אם  )2 , ) 0Cov X Y X, אז = Yבלתי מתואמים . 
לא הבכרח נכון בכיוון . ( בלתי מתואמים⇐ת "ב

 ). השני
3( ( , ) ( )Cov X X Var X=. 
4( ( , ) ( , )Cov X Y Cov Y X= -סימטריות . 
5( ( , ) ( , )Cov aX b cY d acCov X Y+ + =. 
6( ( , ) ( , ) ( , )Cov X Y Z Cov Y X Cov X Z+ = +. 
) קבוע aלכל  )7 , ) 0Cov X a =. 

 :יונות להערכת הסתברותאי שיוו
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 a, שלילי-מ אי" מX (:שיוויון מרקוב-אי
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a
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                קמורה f אם :נסן'שיוויון ג-אי

( ( )) ( ( ))f X f XΕ ≥ Ε 

), מ" מX :בשב'אי שיוויון צ )E X µ= ,

( )SD X σ= 

( ) ( )2 2

( ) 1Var XP X a P X k
a k

µ µ σ− ≥ ≤ − ≥ ⋅ ≤ 

  :סכומים וטורים חשובים

:       סכום סדרה הנדסית
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 :אינטגרלים
0

1xe dxλλ
∞

−⋅ =∫     
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0
1 ! 0

x
n SS e dS n x e dx

∞ ∞
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!2            :קירוב סטרלינג
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 :מקדם המתאם
( , ) ( , )

( ) ( )( ) ( )( , ) ( , )
Cov X Y Cov X Y

SD X SD YVar X Var YCorr X Y X Yρ = ⋅⋅
= =

 
1 (1 ( , ) 1X Yρ− ≤ ≤. 

2 (( , ) 0 ( , ) 0Corr X Y Cov X Y= ⇔ =. 

3 (( , ) 1Corr X X =. 

4 (( )( ) ( , )( , ) sign ac Corr X YCorr aX b cY d ⋅+ + =. 

5 (( , ) ( , )aX bY X Yρ ρ=. 

)אם ) 6 , ) 1X Yρ  - כך שµ - וλ אז קיימים =

X Yλ µ=  ). לינאריתY - לXהתלות בין  (+

)אם ) 7 , ) 0Cov A B  קיימת תלות B - לA אז בין <

 התרחש מגדילה את A-כלומר ידיעה ש(חיובית 
 .) יתרחש ולהיפךB-הסיכויים ש

)אם ) 8 , ) 0Cov A B  קיימת תלות B - לA אז בין >

 התרחש מקטינה את A-כלומר ידיעה ש(שלילית 
 ). יתרחש ולהיפךB-הסיכויים ש

:במרחב שווה הסתברותAאורע  מ'הסת
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( )
#( )

A
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Ω
 

) :חוק הכפל ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B A P C A B∩ ∩ = ⋅ ⋅ ∩ 

A,אם  Bת אז" ב   ( ) ( ) ( )
c

P A B P A B P A= = 

  :כלל ההכלה וההפרדה
( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩ 
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 :התפלגויות רציפות

Xמ רציף" מ ,( )x xf - פונקצית הצפיפות של 

X. 

( ) ( ), ( )
b

x
a

a b a X b f x dxP X P  ≤ ≤ ∈ == ∫ 

( ), ( )xx x dxP X f x dx + ∈ = 

( ) ( ) ( )

( )( )
a

xf x dx

a X b X b X a

P X a

P P P

−∞

≤ ≤ ≤ − ≤

≤ =

=

∫
 

1 (( ) 0x xf  אחרת מקבלים הסתברות - ≤

 .שלילית

2 (( ) ( ) 1xP X f x dx
∞

−∞

−∞ ≤ ≤ ∞ =  הסתברות - ∫=

 .מאורע ודאי

):  מ רציף"תוחלת מ ) ( )xX x f x dxE
∞

−∞

= ⋅∫. 

( )( ) ( ) ( )xg X g x f x dxE
∞

−∞

= ⋅∫ 

)תוחלת  )E X קיימת רק כאשר 

( )xx f x dx
∞

−∞

⋅ < ∞∫. 

)מ רציף "מ של מ"פי ) ( )tx
xX t e f x dxM

∞

−∞

= ⋅∫ 

 :אינדיקטורים

): תוחלת של אינדיקטור ) ( )I P AAΕ = 

,אם יש אוסף מאורעות  1, 2...i i nA  סופר כמה X- ו=

כלומר ,  המאורעותnמאורעות קרו מתוך 

1

n

Ai
i
IX

=
= ):  אז∑ ) ( )

1

n

i
X P AiE

=
= ∑ 

:         רשונות של  אינדיקטו

( )( ) ( ) 1 ( )Var P A P A pqAΙ = ⋅ − = 

Cov  אינדיקטורשל       :

,( ) ( ) ( ) ( )Cov P A B P A P BA BΙ Ι = ∩ − 

1           :אמינות רכיבים בטור 2p p⋅ 

)   :אמינות רכיבים במקביל ) ( )[ ]1 1 11 2p p− − ⋅ − 

 :הגדרת תלות בין מאורעות
A,המאורעות  B בלתי תלויים 

( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅ ⇔ 

 . תלויים–מאורעות זרים שאינם ריקים  •

 . תלויים–מאורעות מוכלים שאינם ריקים  •
 . נחתכים–מאורעות בלתי תלויים שאינם ריקים  •

A,מאורעות  Bאינדיקטורים שלהם המ "ת אמ" הם ב
 )]  1,0(,)0,1(,)0,0(צריך לבדוק גם עבור :  [ת"ב

( 1, 1) ( 1) ( 1)P P PA B A BΙ = Ι = = Ι = ⋅ Ι = 

  :מאורעות nתלות -מספר הבדיקות לאי

( ) ( ) ( ).... 2 1
2 3

nn n n
n

n
+ + + = − − 

מ " שימוש בטבלה עבור מ:התפלגות נורמלית

,0)נורמלי  1)Z N∼ ;( )
2

1 2
2Z

z
f z e

−
=

Π
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

P Z a a P a Z b b a

a a P a Z a a

≤ = Φ ≤ ≤ = Φ − Φ

Φ − = − Φ − ≤ ≤ = ⋅ Φ −

 

אם : נירמול
2

( , )X N µ σ∼ אזי 

(0, )1
X

Z N
µ

σ
−

≡ ∼. 

1אם  2 0,1, , ..., n NX X X   ∼ת" ב ,
2 2

in XS = ∑ ,

אז 
2 1,

2 2n
nGammaS

 
 
 
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 המקבל ערכים מ" מX :פונקציה יוצרת הסתברות
 :שלמים חיוביים

( )2
( ) ( 0) ( 1) ( 2) ... x
x Sg s P x sP x s P x E= = + = + = + =

)אם  )xg s ידועה על ( ),ε ε− אז אפשר לשחזר את 

                                    :                     Xההתפלגות של 

( 0) (0)xP x g= = 

( )

1
' ''2

1
!

( 1) (0) ( 2) (0)

( ) (0)

x x

k

xk

P x g P x g

P x k g

= = = =

= =
         

)אם  )xg s ידועה על ( )1 ,1ε ε−  אז אפשר לשחזר +

)':      Xאת התוחלת של  ) (1)xE x g=                           

(1): תמיד מתקיים 1xg = 

Y -ת ו" במ" מXiאם  Xi∑= אז ( ) ( )Y Xi
g t g t∏= 

) :התפלגות שולית ) ( , )P x P x yx xyy
∑= 

מהתפלגות משותפת ניתן תמיד למצוא התפלגות 
 .שולית אך לא להפך

Xו -Y אם לכל שווי התפלגות a ממשי 

( ) ( )P a P ax y= 

Xו -Y אם וויםש ( , ) 1 ( ) 1P a a P X Yxya
∑ = ⇐ = = 

                         :נוסחת בייס

( ) ( )
( )

( )

P x y P yYX Y
P y xY X

P xX

⋅
= 

  : מותניתברותהסת

( , )
( ) ( )

( )

P X x Y y
P y x P Y y X xY X

P X x

= =
= = = =

=
 

   :נוסחת ההסתברות השלמה

( ) ( ) ( )P x P x y P yX YX Yy
∑= ⋅ 

I  (:תוחלת A -אינדיקטור למאורע       (

( ) ( )X x P X x
x
∑Ε = ⋅ = 

( ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

g X g x P X x c c
x

X Y X Y I P AA

X Xα α

∑Ε = ⋅ = Ε =

Ε + = Ε + Ε Ε =

Ε = ⋅ Ε

 

X,אם  Yת  אז " ב( ) ( ) ( )XY X YΕ = Ε ⋅ Ε - ההיפך לא 

 .בהכרח נכון
 אז  b- לaמ המקבל ערכים בין " מXאם 

( )a X b≤ Ε ≤ 

)    :נוסחת הזנב ) ( )
1

X P X k
k

∞
∑Ε = ≥
=

 

)   :תוחלת מותנית ) ( )X Y y x P X x Y y
x
∑Ε = = ⋅ = = 

X,אם  Yת  אז" ב ( ) ( )X Y XΕ = Ε 

): במקרה הרציף )( ) X Yxf x y dxX Y y
∞

−∞

Ε = = ∫ 

)  :נוסחת ההחלקה ) ( ) ( )X X Y y P Y y
y
∑Ε = Ε = ⋅ = 

) אם ) ( )X Y g YΕ ) אז = ) ( ( )) ( ( ))X X Y g YΕ = Ε Ε = Ε 

במקרה הרציף 

( ) ( )( ) ( ) ( )x xY XY f x y f y x dy dx f x E Y X x dxE
∞ ∞∞

−∞ −∞−∞

 
 = ⋅ = ⋅ =
  

∫ ∫∫ 

)                : נוסחאות נוספות ) ( )X Y Y X Y YΕ + = Ε + 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

2 2
( ) ( ) ( ( ))

X Y Y y X Y y y

XY Y y y X Y y XY Y Y X Y

X X Y y XY XY Y y

X Y y Var X Y y X Y y

Ε + = = Ε = +

Ε = = ⋅ Ε = Ε = ⋅ Ε

Ε = Ε Ε = Ε = Ε Ε =

Ε = = = + Ε =

 

    :ונותש
2 2 2

( ) ( ) ( ( )) (( ( )) )Var X X X X X= Ε − Ε = Ε − Ε 

( ) ( ) ( ) 2 ( , )

2
( ) ( )

Var X Y Var X Var Y Cov X Y

Var aX b a Var X

+ = + +

+ = ⋅
 

X, אם Yת" ב:( ) ( ) ( )Var X Y Var X Var Y+ = + 

cמ" קבוע אמ ( ) 0Var c =  

)אם  )X µΕ אז  =
2

( ) min ( )Var X X µµ= Ε − 

1: מקרה כללי, נוסחת הסכום 2, , ..., nX X Xמ" מ: 

( )
1

( , )( )
1

n

k k k l
k k l
X Cov X X

n
Var Var X

k= ≠
+∑=

=
∑ ∑ 

  :סטיית תקן

( ) ( )SD X Var X=       ;( ) ( )SD aX b a SD X+ = ⋅ 

 Yהשונות המותנית של : נוסחת החלקה לשונות
Xמ שערכו כאשר " כמXבהנתן  x= הוא השונות 

X בהנתן Yשל  x= כלומר ,

( ) ( )) , ( )( X g X g x Var Y X xVar Y = = =: 

( ) ( ) ( )( ))(Y E X XVar Var Y Var E Y= + 

1 :חוק המספרים הגדולים 2, , ..., nX X Xת "מ ב" מ

)בעלי תוחלת  )kE X µ= ושונות 
2

( )kVar X σ= , אזי

0εלכל  :  מתקיים<
1

1lim 1
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m k
k

P X
m

µ ε→∞
=
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− ≤ =  

 
∑ ;

1

1 m

k
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X

m =
 . הינו ממוצע על סמך הנתונים∑

1 :משפט הגבול המרכזי 2, , ..., nX X Xמ " מ

), ת"ב )iE X µ= ,( ) 2

iVar X σ=אזי                 :

( )( )
1

n

i
i

X nSD µ σ
=

− = ⋅∑ 

אם 
1

1 n

in
i

X Xn =
= ) אז ∑ )0,1n

n

X
N

n

µ
σ →∞

−
כלומר , ⇒

2
,n n

X N σµ
 
 
 

∼  

)כלומר  )
1

lim
1
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n

in
i

P X a a
n

µ ϕ
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→∞
=

− ≤ =
 

∑ 
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1

n

i
i
X

=
 מתפלג ∑

2
( , )N n nµ σ⋅ i. 

 



 
X,אם  :קונבולוציה Yת"מ ב" מ ,Z X Y= +. 

): מקרה בדיד ) ( )( ) X Yz
x
P x P z xP z −= ∑ 

): מקרה רציף ) ( )( ) x yz f x f z x dxf z
∞

−∞

−= ∫. 

X,, מקרה רציף Yתלויים  :

( , )( ) xyz f x z x dxf z
∞

−∞

−= ∫. 

 :התפלגות מינימום ומקסימום

1יהיו  2, , ..., nX X Xת"מ ב" מ: 

 { }max 1 2max , , ..., nX X X X= 

{ }

( )

min 1 2

max max
1

min min
1

min

( )

1 ( )

, , ...,

( )

( ) 1

n

n

XiX
i

n

XiX
i

F x

F x

X X X X

F P X x

F P X x

=

=

=

−

= ≤ =

= ≤ = −

∏

∏

 

 :תכונת חוסר זיכרון
, תכונת חוסר זיכרון מתקיימת רק בהתפלגויות פואסון

 .גיאומטרית, אקספוננציאלית

):                      נתון: פואסוןדילול  )N Poisson λ∼ 

( ) ( )

( )

( )

, ,N Bin n p N X N n Bin n q

p

q

X

X Poisson

N X Poisson

λ

λ

= ⇒ − =

−

∼

∼

∼

 

  :פונקצית התפלגות מצטברת

)הגדרה  ) ( )x x P X xF = ≤. 

)במקרה הבדיד  ) ( )x
t x

x P X tF
≤

= =∑ 

)במקרה הרציף ) ( )
x

xx x f x dxF
−∞

= ∫ 

1 (( ) 10 x xF ≤≤                        .2 (( )x xFלא יורדת . 

3 (lim ( ) 1 lim ( ) 0x x x xx xF F→∞ →−∞= = . 

4 (( )x xF5.               רציפה מימין (( ) ( )x x

d
x xdxf F=. 

 אי שלילי  מ רציף"נוסחת הזנב עבור מ

( ) ( )
0 0

1 ( ) ( )xX F x dx P X x dxE
∞ ∞

= − = >∫ ∫ 

)אם  )XE < ) אז   ∞ )lim 1 ( ) 0x xx F x→∞ ⋅ − =. 

 :התפלגות דו נורמלית

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

2

2 2

2

,

1
,

2 1

21
2 1

, ,x x Y Y

XY
X Y

X YX Y

X X Y Y

X Y

f x y

x yx y
Exp

X N Y N

Corr

σ σ ρ

ρ µ µµ µ
σ σ σ σρ

µ σ µ σ

ρ

= ⋅
Π −

− −− − −
⋅ − +

−

=

      

∼ ∼

 
בניה של משתנה מקרי בעל התפלגות דו נורמלית 

 :סטנדרטית

( )0,1,Z X N∼21: ת" ב ZY X ρρ −=  כאשר +

( ),X YCorrρ ): ומקבלים      = ) ( ) 0X E YE = = 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

2

, 1

1

,1

1

X x

X X X

Y y

Y Y Y

Y N x

E Y Var Y

X N y

E X Var X

ρ

ρ

ρ ρ

ρ

ρ ρ

ρ

=

=

=

=

−

= −

−

= −

∼

∼
 

)חישוב  )0, 0X YP > ) אם נתון < )0,1,X Y N∼ו -

( ),X YCorrρ =:        ( )
2

90 arctan
1

0, 0
360

X YP

ρ

ρ

 − −
 − 

> > =

D

D 

ת "מ ב"התפלגות דו נורמלית סטנדרטית של מ
 ): התפלגות ריילי(ואורדינטות פולאריות בק

( ) [ ]

( )

( )

( )

2

2

2

2

2

2

1 0, 0,2,
2
0

2

1 0
0

0,2

1
2

( )

r

R

R

r

R

re rr
otherwise

r

r

e r
otherwise

R Exp

f

f re

F r

f U

θ

θ

θθ

θ

−

−




> ∈ Π
Π



−



 − ≥


 Π 

=

=

=

∼

∼

 

 : סטטיסטי הסדר

1יהיו  2, , ..., nX X X 

) מתפלגים לפי  )xi ixfנגדיר                              :

{ }1 1 2min , , ..., nU X X X= 

{ } { }1 1 2min max; 1, ..., , , ...,i n nUX i n U X X X= > ==

 

             : אז
11 ( ) ( ) 1 ( )1( )

k n k

x xxk
nn f x F x F xU kf x

− − −    = −     − 
 

 התפלגות משותפת של

 ,k lU U ,k l<: 

1

1

( ) ...1,1, 1,

.. ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )

( , )
k

k l

l k n l

n F xk n l

f x dx F y F x f y dy F y

P U dx U dy
−

− − −

   = ⋅ ⋅   − − 

   ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −   

∈ ∈
 

 :מ רציף"ערכית של מ-חד-טרנספורמציה חד
מ רציף המקבל ערכים בקטע " מXיהי 

[ ],a b . תהיה:g R R→ פונקציה גזירה 

] -ב) יורדת(ועולה  ],a b .מ "אזי למY 

)המוגדר להיות  )XY g= יש את פונקצית 

 :הצפיפות הבאה

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

'
0

x
Y

f g y g a y g by g g y
otherwise

f
≥ ≥

−
−


 ⋅ ≤ ≤=



 

 יהי :מ רציף"ע של מ"טרנספורמציה לא חח

Xמ רציף המקבל ערכים בקטע " מ[ ],a b .

g:תהיה  R R→פונקציה גזירה ב - [ ],a b 

 קיים yהמקיימת שלכל ) ע"לא בהכרח חח(

] -ים ב−xמספר בדיד של  ],a b שעבורם 

( )x yg  המוגדר להיות Yמ "אזי למ. =

( )XY g=יש את פונקצית הצפיפות הבאה : 

( ) ( ) ( )
( )

[ ]
( )

[ ]
( )

, ,:

1 min max
'

0

x a b a bx a x bY
g x y

f x x y x
g xy

otherwise

f ≤ ≤
=


 ⋅ ≤ ≤
=



∑ 

 
 :מימדית-טרנספורמציה דו

)יהי  ),X Yמ דו מימדי רציף בעל פונקצית " מ

)צפיפות משותפת  , )xyf x y . תהיינה

2 ( , )v g x y=1- ו ( , )u g x y= פונקציות ממשיות 

כך שקיימות , ע וגזירות"על המישור שהן חח

1הפונקציות ההפוכות  ( , )x h u v=ו -

2 ( , )y h u v= .נגדיר יעקוביאן: 

1 1

2 2
( , ) det

h h
u v
h h
u v

J u v

∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂

=
 
 
 

 

ית הצפיפות המשותפת של פונקצ

2 ( , )V g X Y= ,1 ( , )U g X Y=היא  :

( ) ( )( ) ( )1 2, , ,( , ) ,UV xy u v u v u vf u v f h h J= 

1מ "עבור מ ( , )U g X Y=מ " ניתן לכתוב מ

Vנוסף  X= או  V Y= לבצע טרנספורמציה 

U,עבור דו מימדית  V ולמצוא צפיפות שולית 

 .י אינטגרציה" עUשל 
: מעבר לקואורדינטות פולאריות

( )( , ) sin , cosR xyf r t r f r t r tθ = ⋅ 

 

 מ"התפלגות משותפת רציפה של שני מ

)לוקטור  ),x y פונקצית צפיפות f אם לכל תת 

קבוצה של 
2
R :( )( ), ( , )xy

A
x y A f t s dtdsP ∈ = ∫∫ 

( ), ( , )x X x dx y Y y dyP f x y dxdyxy≤ ≤ + ≤ ≤ + = 

 1 (0f ≥                          .2 (
2

( , ) 1xy
R

f x y dxdy =∫∫. 

: Xת השולית של פונקצית הצפיפו) 3

( , )( ) xyx f x y dyf x
∞

−∞

= ∫. 

4 (,X Yמ "ת אמ" ב( , ) ( ) ( )xy x yf x y f x f y= או 

( , ) ( ) ( )xy x yF x y F x F y= 

 :שיטות למציאת צפיפות משותפת

)י "ע .א ), ( , )x X x dx y Y y dyP f x y dxdyxy≤ ≤ + ≤ ≤ + =. 

)י מציאת "ע .ב , )xyF x yוגזירתה  :

2

, ,( , ) ( , )X Y X Yx yf x y F x y
∂
∂ ∂=   . 

) .ג , ) ( ) ( )xy Y X XX xf x y f y f x== 

,אם ניתן להפריד את  ( , )X Yf x y למכפלת שתי 

): פונקציות באופן הבא ) ( ), ( , )X Y x yf x y g h⋅= 

X,ותחומיהם השוליים של  Y אינם תלויים אחד 

)מר התחום המשותף של כלו, בשני ),X Y הינו מלבן 

X,אזי המשתנים המקריים , המקביל לצירים Y הם 

) -ת ו"ב ) ( ),x yg h הן פונקציות הצפיפות של ,X Y 

 .עד כדי קבוע

1 :התפלגות גאוסית רב מימדית 2, , ..., nX X Xמ " מ

), ת"נורמליים ב )1 0,1, ..., n NX X ∼ ;

( ) ( ) ( )2 2 22

1 2 ... nR X X X+ += +: 

( )
( )

2
1

2
2

( )
n

R n

r
Un r

ef r
− −⋅

Π
 שטח ספירת Unכאשר , =

 -יחידה ב
n
R. 

X,וקטור :  הגדרה Yם ל נורמלי א- aX bY+ 

a,התפלגות נורמלית לכל  b) . לא מספיק

 ). יהיו נורמליותY- וXשההתפלגויות השוליות של 

): תכונה אופיינית )2 2
0,aX bY N a b+ +∼ 

)כאשר  ) ( )2 2, , ,y y x xY N X Nµ σ µ σ∼ ∼                             ,

)נגדיר  ) ( , )
( , ) ( )

Var x Cov x y
Cov x y Var y

A
 
 
  

= 
( ) ( )

( ) ( )

,

, ,x y

aaX bY a b A b

aa b a b A b

Var

aX bY N µ µ

 
+ = ⋅ ⋅  

 

 
 + ⋅ ⋅
 

+ ∼

)אם : משפט ),X Y וקטור נורמלי עם רכיבים 

): מתוקנים כך ש ) ( )0,1 , 0,1Y N X N∼ אז , ∽

21 ZY X ρρ −= )כאשר , + )0,1Z N∼ולא תלוי ב - 

X                                       .( )( , ) XYCorr x y Eρ = = 

)כאשר : תוחלת וקטור ),U Vוקטור נורמלי מתוקן  ,

( , )Corr U Vρ = ,  

( ) ( )

2 2

2 2

( )

1
( ) ( ) 2

b

V
a

a b

U a v b E U V v f v a v b dV

e eb a

E

ρ
ϕ ϕ

− −

≤ ≤ = = ≤ ≤ =

 
 = − − Π  
 

∫
 

( )U V v vE ρ= = ⋅ 

: פונקצית צפיפות מותנית

[ ]
[ ]

( ) ,
( )

0 ,
( )

V

V

f v v a b
P a v b

v a b
f V a v b


 ∈
 ≤ ≤
 ∉

≤ ≤ = 

מ המציין נקודה " מX ):יוניפורמית(התפלגות אחידה 

]שנבחרה באקראי בקטע  , ]a b  :         
1

( )P xx
b a

=
−

 

1
( )

0

( ) ( )
2

2
( )

( )
12

x
a x bf x b a
otherwise

d c a b
P c x d X

b a

b a
Var X

 ≤ ≤= −

− +
≤ ≤ = Ε =

−

−
=

 

1אם  2 0,1, , ..., n UX X X   ∼ת" ב: 

( ) ( ) ( ) 11

max min

max min

1

1
( ) ( )

1 1

nn
x x xf nx f n

n
X E X

n n

−−
−= =

Ε = =
+ +

 

) :התפלגות אקספוננציאלית )X Exp λ∼ 

( )
a

P X a e
λ−

> = 

מינימום של אקספוננט  הוא אקספוננט 
( ), ( ) ( , ) ( )X Exp Y Exp Min X Y Expλ µ λ µ⇒ +∼ ∼ ∼ 

X,אם  Yת " ב

( ), ( ) ( )X Exp Y Exp P X Y
λ

λ µλ µ +⇒ < =∼ ∼ 

(  :תכונת חוסר זיכרון ( )( T t P T sP T t s > = >> + 

)נגדיר , Tמ "נתון מ: משפט ) ( )G t P T t= > . 

)אם  ) ( ) ( )G t s G t G s+ =  - כך שλאז קיים , ⋅

( )T Exp λ∼. 

 

mmaGa: 1התפלגות 2, , ..., nX X Xת"מ ב" מ ,

( )i ExpX λ∼ , נגדיר
1

n

i
i
XY

=
= )אזי , ∑ ),Gamma nY λ∼. 

( ) ( ) ( )1 1 1
2

n n n
 
 Γ = Π Γ = − Γ −
 

 

):  שלם מתקייםnכאשר  ) ( )1 !n nΓ = − 

: Gamma-פוננציאלי פואסוני ומ אקס"הקשר בין מ

t,0 מספר ההופעות בקטע tNיהי    נגדיר Ti זמן 

); I-המופע ה )1i iT T .  זמן בין מופעים- −−

( ) ( )1T T Expi i λ− − ∼ ;( ),Ti Gamma i λ∼ ,

( )Nt Poisson tλ∼ ,( )1

0
( ) ( 1)

!

i jt

t
j

e t
P Ti t P N i

j

λ λ− −

=
> = < − = ∑ 

 :ות לינאריותטרנספורמצי
U,מ "מגדירים שני מ V כפונקציה לינארית של 

X,המשתנים  Y :( )11 12

21 22

U Xa a
a aV Y

   
   =   
   

. 

 :V- וUפונקצית הצפיפות המשותפת של 

( )
( )

1

22 12 11 21

1

1
,

( , )

( , )

UV XY

UV XY

u
f AA v

a u a v a v a u
fA A A

f u v

f u v

−  
  
 

− −

=

=

 

 :התניות במקרה הרציף

)     :צפיפות מותנית )
0 ( ) 0

( , )
( ) 0

( )

x
xy

x
x

f x
f x y

f xY X
f x

f y x
 =
 ≠


= 

): לל הכפלכ , ) ( ) ( )xy Y X Xxf x y f y f x= 

פונקצית ההתפלגות המצטברת המותנית 

) ( )( ) (
x

X Yxy y Y y f x y dxF x P X x
−∞

= == ≤ ∫ 

: חישוב הסתברות מותנית

) ( )(
b

X Y
a

Y y f x y dxP a X b = =≤ ≤ ∫ 

: נוסחת בייס
( ) ( )

( )
( )

X Y Y

Y X

X

y
x

f x f y
f y

f x
= 

: הקבלה לחוק ההסתברות השלמה

( )( ) ( )X
x
P A X xP A f x dx== ∫ 

 
 : מהלך מקרי על הישר

 חלקיק מתחיל

 נע ימינה , 0X- ב

 , pבהסתברות 

1qשמאלה בהסתברות  p= תחום , ת"הקפיצות ב, −

X,00הישר  c +  . 1נגדיר אינדיקטור
1k

right
leftY


= −

 .

0:  צעדיםnמיקום החלקיק אחרי 
1

n

kn
k

X YX
=

= + ∑. 

0-כוי שהחלקיק יגיע להסי cX  : 0- לפני שיגיע ל+

pאם  .1 q=אזי  :x

x
cU : תוחלת זמן משחק. =

( )x X c XV = −. 

pאם  .2 q≠ :
1

1

x

cx

q
p

q
p

U

 
−  
 
 

−  
 

= .

:תוחלת
1

1

x

cx

q
pX c

p q p q q
p

V

 
−  
 

+ ⋅− −  
−  
 

= −. 

 :התניה בצעד ראשון
:                         עבור הסתברות

1 1( ) ( ) ( )x x xP A P A p P A q+ −= ⋅ + ⋅ 

:              עבור תוחלת

( ) ( )1 1( ) 1 ( ) 1 ( )x x xE T E T p E T q+ −= + ⋅ + + ⋅ 

המתחיל ( מספר החזרות של חלקיק - Nנגדיר 
 ההסתברות שהחלקיק - α; לראשית) בראשית

 :יחזור לראשית
1. 1 p qα = ⇐ =. 
2. 2q p qα = ⇐ >. 
3. 2 p p qα = ⇐ < 

4. (1 ) (1 ) 1N Geo p qα α+ − ⇐ < ⇐ ≠∼. 

 

 


