
����������	�
�	���	
�����	���������	����
����	������ �

��
��	�������
�	���������������	��������
������������	���
���	�
����f������	�	�����
	����	������	��������
����

���
��������������������������

�����������	���������	������f���������
���������
�������	���� !�
�	
����	�����"�
������	������
��#���	������	������������

����������x (x)� �������	�	�����

�	������$	
�����

��
%��������&$������������1'<����	�
�������	�����	
��$���&$������	�
����&����	
��$����	����	�����������$��	������
	

�������!
�����������������
�	��������������
����������
�#��
��

'���������]b,a[��!���

�������	
�������	����������������������	������
	��������������#��
��

���
��	�����	&���	�����
�&��������	������	����
��
����X0�!���	��#�����������������
�����
�������!�������(��#�������
��

�������������	�������
��������������$
�	�����	
��
�����������������
%��������&$��
��	
��
$������	���	��������&$��
�����������
������������	����
��		������������������	�����	���&$�	

�
���������������		�������������������
����!�������p#���
��

��	����	�������
��	�����	���&$�	f�����������	���������������������
����!���������q#���
��

���������	���������!�	��	���	��������������
�)�
������������������	�	�����
	�
��	�������	�	$�	��������#��
��������	�������������!��&$��f	�����	��������
�����#�������q���
%�����������	
������
�$�������	��$��	&������������
�f����
'������������	���������	���$
����������$�����
������!���������	���������������#�
�����	�
�����������������&�

�����&$�	�*q��
�f��	����	���
��$��
������	&��������Mq���

+�����	�����	

1
q

q

(q!)
M

� ��
� � � 	

� 	

 �

�

���������������
���q=1�������	�&������q=1��	���
qM

� ��
� � � 	� 	


 �
��

��	��������
��k��	�����������������������
���	������	����n
log

X
k

log(m)

� ��
� 	

�

 ��������)
-nX(����	�����������	�	&����

��	�����
�����������n n n 1
m

(X ) X X
1 m 1 m�

�
�
 � � �

� �
������m	&��
�����
�������
���
���	����	�
����&$�	���������

����	�����	&���������������
��������������������	���
��$��������
��������	
������
�����$	�������	����	�������
��
�
��������	����������	&����������
m���	�������	������

��
������	
�����Aitken�� �

������
�����������
����

����������
�
�����Aitken����	�	����	�������	��������	������
����������������

��������
�����&���	&��
���������
����������
������	
������
�������

�����
�����	
�����������	�������
��������������
�

	���	������
��
������		��
�
������	����

� �2n n 1
n n

n n 1 n 2

X X
X X

X 2X X
�

� �

�
� �

� �
�!���
������X2�������������	
����%	���������������#��

��������
������	��
�
�����	�
��	������������������	�
������nX�������������n n n n(X ) X (X ) X� � � � �� ������������	�	�&�

�������������
��
�����

����������	�����������
�����������
���
���������	��
��������
����
�	&���	��
�
�����	� 
��

��	�
���	�	�����������)NR(��f (X)
(X) X

f '(X)
� � ���

��������������������������	���	����������������	�������		�����%���

������
��$������������	������������	�����&��

���	���������������������q!�����#��
��$�����������	�����$��	
�	����%��

��������������&���
f (X)

(X) X q
f '(X)

� � �������

������������
q�����������&��NR�
��
�$��
f (X)

h(x) 0
f '(X)

� �����
��h(x)
������������������	�������
������������f(x)���



�����	
�������	�����
��

��	�
��	������
�	������

	���
���f(x)�
�����������
��w(x)������	�����	����������
�
�����������
���!��������������


���&$���#��	������$����	��
�
�����	�����
�
�����������	�	��$�	���������
�������

��
���������		����������

����	������	�����	������
�
����
�������
�����
� ���
��
:�� �
(3) (k)

2 3 k0 0 0
0 0

f '' f f
f (h) f f ' h h h ... h

2 6 k!
� � � � � ���

��
��
��

���
�����

����
�����������	��
������������
��
%����&$��
��
��������	����)����������
�
���	����������
�f0������
�
���	�f'0������
�
���	�f''0�
��������
����&�	�����f''0�


��
���
��������	�
��������&�f''0
�	����	�	����
�	����	�	���������&$��
��
��������	�������� ���
��
'���������
������	���������������
	��������	���������

���
��������
	���	��
�����	�����
�
	�&���
����������
�
������������	����	�
��	���	������
�����������	
����������
�����	����$��
���
�����	���

��

���	���������	����$��
��
����	�����	��(k) n
0C f h�������C������&$��
��
��	

��	������
������
��������������k���	�

��
�����
��	�����	���&$�		����

����
����������������
������������������	
��!�k-1�#������������
��	
��!�n���#�����
�
�����&�	h���������������	����$��
������
�
��P��������
�
�����
�	�����������*���������

��
����	�������������	
���������	����$������	
�	�����!��
���	�����
�������	���#����
��	�������
�*�����
����������

�����	����$���
����	�����	���

��
�������h0��	�
���
����q������0
1

h
h

q
�������0

2 2

h
h

q
�	�
	��������Pi
����	����	���	��
��������	����$��
������

	������!���
�����&�	��������&�	���
h�����	����$�����#	
������
���&����
��

p3 p2 P1 F(h) h 
   F(h0) h0 
  A1,2=

1

1 0
1 p

F(h ) F(h )
F(h )

q 1

�
�

�
 F(h1) h1 

 A2,3=
2

1,3 1,2
1,3 p

A A
A

q 1

�
�

�
 A1,3=

1

2 1
2 p

F(h ) F(h )
F(h )

q 1

�
�

�
 F(h2) h2 

A3,4=
3

2,4 2,3
2,4 p

A A
A

q 1

�
�

�
 A2,4=

2

1,4 1,3
1,4 p

A A
A

q 1

�
�

�
 A1,4=

1

3 2
3 p

F(h ) F(h )
F(h )

q 1

�
�

�
 F(h3) h3 

��
����������������	����
��������F(h)�
��	��		���	�h������������	��
�
�����	�����
�
���
��
�	����

��

(3) (k)
2 3 k k0 0 0

0 0
f '' f f

f ( h) f f ' h h h ... ( 1) h
2 6 k!

� � � � � � � �



����	
������
�����������
�
�
��	��
�
����������
�
������
�	�����&$�	�
�����������������	��������

��
�������
�	����	����	�����
�	����!��������������
��	����������

#���������������X0-Xn��	���������
�	����	���

	���
�
�����	�����
��

%��	
����������	�����������������Ai,j��������i 1, j i 1, j 1

j j i

A A

X X
� � �

�

�

�
���
���$���+����������

��
A4,x A3,x A2,x A1,x f(X) Xi� �

    f(X0) X0 

   A1,1= 1 0

1 0

f (x ) f (x )
x x
�

�
 f(X1) X1 

  A2,2= 12 11

2 0

A A
x x

�
�

 A1,2= 2 1

2 1

f (x ) f (x )
x x
�
�

 f(X2) X2 

 A3,3= 23 22

3 0

A A
x x
�

�
 A2,3= 13 12

3 1

A A
x x
�

�
 A1,3= 3 2

3 2

f (x ) f (x )
x x
�

�
 f(X3) X3 

A4,4= 34 33

4 0

A A
x x

�

�
 A3,4= 24 23

4 1

A A
x x
�

�
 A2,4= 14 13

4 2

A A
x x

�

�
 A1,4= 4 3

4 3

f (x ) f (x )
x x
�

�
 f(X4) X4 

��
�������	���	������	�����
�	!c0����
������������
�	���	����#��	�����
�
	���

0 1 0 2 0 1 3 0 1 2 n 0 1 2 n 1P C C (X x ) C (X x )(X x ) C (X x )(X x )(X x ) ... C (X x )(X x )(X x ) (X x )�� � � � � � � � � � � � � � � ����

��
��������$���&$�	�
��������������	�����������	&�&������������

�	������	���	��	�����	���&$�	�
����������������X2���������	����	���	�������
�������
����������� ����&$�	���������
��������!�	�
����������#��

���	����	
��	�&����
A6,x A5,x A4,x A3,x A2,x A1,x f(X) Xi 

      f(X0) X0 

     A1,1= 1 0

1 0

f (x ) f (x )
x x
�

�
 

f(X1) X1 

    A2,2=
12 11

2 0

A A
x x

�
�

 A1,2= 2 1

2 1

f (x ) f (x )
x x
�

�
 

f(X2) X2 

   A3,3=
23 22

2 0

A A
x x
�

�
 A2,3=

13 12

2 1

A A
x x
�

�
 A1,3=f '(X2) 

f(X2) X2 

  A4,4=
34 33

2 0

A A
x x

�

�
 A3,4=

24 23

2 1

A A
x x
�

�
 A2,4=

2f ''(X )
2!

 A1,4=f '(X2) 
f(X2) X2 

 A5,5=
45 44

3 0

A A
x x
�

�
 A4,5=

35 34

3 2

A A
x x
�

�
 A3,5=

25 24

3 2

A A
x x
�

�
 A2,5=

15 14

3 2

A A
x x
�

�
 A1,5= 3 2

3 2

f (x ) f (x )
x x
�

�
 

f(X3) X3 

A6,6=
56 55

4 0

A A
x x
�

�
 A5,6=

46 45

4 1

A A
x x
�

�
 A4,6=

36 35

4 2

A A
x x

�

�
 A3,6=

26 25

4 2

A A
x x

�

�
 A2,6=

16 15

4 2

A A
x x

�

�
 A1,6= 4 3

4 3

f (x ) f (x )
x x

�

�
 

f(X4) X4 

��
	
�$�	�	�����������	�����
�
	������
�	�
���	�������	�������

	��
�
�������	��$�	���
(n 1)

n 0 1 n
f ( )

f (x) P (x) (X X )(X X ) (X X )
(n 1)!

� �
� � � � �

�
�!������n����
�
	��
�����	�����Xi���	�X�

�	�	����i�#��
��

������h�����
	������

����������Rn���	��������	�	��$�	��	��$��������������
��
��������	�
�
������������
��
Af+Bf+Cf�
��	��$������

���������f�&��Rn=�(|A|+|B|+|C|)���Rtot=Rn+Rt���������&�$Rtot
���������� ����������
��h	��	&���h�
���
��	�����
��



����	�����	������Least Squares����
��

����������
�������������������������
����������
����	��������

����	������
�	����f������[a,b]���
����������
w(x)	���	�����������������*
0 0 1 1 2 2 n nf c c c ... c� � � � � � � � �������k� ��	

��������
�
��	���!�
��
1,x,x2���#��
��

%��	��	��������	�������������
:�

	
	
	
	
	

�

�

�
�
�
�
�




�

�

		
	
	
	

�

�

��
�
�
�




�

	
	
	
	
	

�

�

�
�
�
�
�




�

f

f

f

c

c

c

nnnnnn

n

n

,

,

,

,,,

,,,

,,,

1

0

1

0

10

11101

01000

�

�

�

������

������

������

��

�

�

�

�

��

�����
b

a

x, y x y w(x)dx� �� � ����������<x,y>=<y,x>��������	�������&���
������������	�����
���c0����cn���

��
����������
����	����������������	���	�
����	������	���	��	��	�����
	�
��)��������������
����������������&��������
&������������
�����������
���*���������	������
�
	������	����������������

�	����������������������
��

�
�$���������
b

a

f (x) w(x)dx�����&����������
�����
��������n+1	��$������������

���	��������
�
	���0 0 1 1 n nI(f ) A f (x ) A f (x ) A f (x )� � �
�

�����

���������$������
��������
����������
�������
�1+n2������
�
��������	�	����	����
��!�	��$��( �#������
�)x(f�����
�
�
�	$���2n+1���
�������

���	��$�	�����������������������
��$��������	������
�
�
�����������	��	��$�	�������[a,b]�
���	��������
����w(x)�
	����	����	�����������������������	�
������
���
��$������������
�
�
��	���������
���������
��&����

�	$�����
��$���������
�
�����
������$
�n+1���
��

�������	���������������
�	��	�:�!������
	���	�����
���	�����	�#��

��

�����
b

a

x, y x y w(x)dx� �� � �����

��

����
�
	���������	&���n 1 n n 1
n 1 n n 1 0P X C X C X C� �
� �� � � �������
�

�	&	���n+1�	��$�	���������	���������X0-Xn����

��
%���
���������������	
�����������	��������f(x)�	$��������
�
���	��2n+1������
��������
�
���������
������������
�

�������	A0����An������
����
������&������n+1�����������	��������	���

� � � � � �
b

k k kk
0 0 1 1 n n

a

X w(x)dx A X A X A X� � � �� ��������k��� �����n�
��������n+1�������	����,
�
�
�������������������

A0����An����
��

�	�������������������������
2b b(2n 2)

n 1
na a

I

f 1
f (x) w(x)dx I P w(x)dx

(2n 2)! K

�

�
� �

� � � � � 	
� 
 �

� �
�

����	������	

���

��

�$����	�������
��
��	��$�	������
��������	�����
����
���������������	�	��$���
�$����	��������������C�����������

(2n 2)f (x) x ������������
b

a

f (x) w(x)dx������
����
����!���������#������������	�����
�
���&����&�	������
������&�������������

��
�����������	
b

(2n 2) (2n 2)

a

x w(x)dx I(x )� �
� �
� 	� � � �
� 	

 �
� �����
�	����	&��C����

(2n 2)f
(2n 2)!

�

�
�������	&	�	����������
����	������C���

2 n 1
0

2 n 1
1

n n n 2 n n 1
n

n 1 n 1 n 1 2 n 1 n 1

1,1 1, x 1, x 1, x C 0
x,1 x, x x, x x, x C 0

C 0x ,1 x , x x , x x , x
1 0x ,1 x , x x , x x , x

�

�

�

� � � � �

� �� � � � � � � � � � � �� 	� 	 � 	� 	� � � � � � � � � 	 � 	� 	� 	 � 	�� 	� 	 � 	� 	� � � � � � � � � 	 � 	� 	� 	 � 	� 	
 � 
 �� � � � � � � �
 �

�

�

� � � 
 � � �

�

�

	��	�������k���
��$������	�
����&���

i i
i

i

,
c

, f
� � � �

�
� � �

���������������
���

	����
���

�
��$�����	�����
�
	��
����	��������
�����

�
��
����	 



��
��	���	
��������	
������

����������$�
�$�������������������[c,d]���������
�����������
�	�������
�$��������
�������[a,b]���
	��	�������
	�	�����
����������������

b a bd bc b a
t(x) x

d c d c
c t d a x b

b a
dt dx

d c

� � � �
� �

� �
� � � � �

�
�

�

�� �� �������	&������������	�������������

��
ay z c
by z d
� �

� �
��

��
����������t(x)�	�	���������
���t�����	�
�$�������������
������
�$����	������
����[a,b]���

��
��

�	�������
��

���
	����������*f f f� � ���

���
����������

*f ff
f f

��
���

�	�����	��������
��������������	�	��$��
���������������d����
�����
����	��$�	�&������
	�����	�10-d�����,�����0.5*10-d�	
$�	����
��������������	�	��$��
��������������t����
�����������	��$�	�&������
�����	�101-t����,������0.5*�101-t	
$�	�����

��

�����
��������������Cp����
���	��$�
��

��	��$�	��������	���	����	��
�����p

f
f '(x)fC x

x f (x)
x

�

� �
�

������	����	��
��

�
������$�
�	������
	�����$�
������������	��$����	��
����
���������$�
�	��$���������	�����������	��������
�	������
	
�
����
��

�����	��������

	����$��
���
�����$��
��	�
�		���f f ' x� � ��!����f����	������	�����
���	��#����f��	������
���	��

n�������&�����
n

1 2 n i
i 1 i

f
f (x , x , x ) x

x�

�
� � ��

��� 

��
����	�����	������������$������	������$
�������
�������	����	���
����	��$�������������������
��
�
���������������

���
����������$
�	����$��&���	
��
�
���

�	��!���
�
	������	�
���	�
�������������
��#����� �1� �����	�	�����
��


X+Y���)�
�	
�&��(X+Y)� �1� ������	�	����X2���)�
�	
�&��X2� �1� �	�
	����������
�n�������n>1����&	
������!�
�����


�
�����	��	��#��
��

�	�������	�������
���������������
����������������������
���	�
��	��������������������������t��������������
����������%����
���

����	&������x
��������
��������
�������
����t-x�������������
������



����
����
��

��������������0 1 nx , x , , x���
����������	������
	����������0 1 ny , y , , y�����������
�
�)��������
��	�����
	�������
�	���

�����p������
�������x0
���x1����
�
������������x1-x2	�
	���������
�
������������������	�������
�
	����������	��	�����	�	��

���)���p-1���&$�����

��
�

���������'��������	������
���������S3(x)���
��

����
����	��
���
��

����������

�����	�
��$����i i i 1h x x �� ���

��������
�����i i 1
i

i

y y
d

h
��

���

��������
������	������������i i 1

i

x x
t

h
��

���

��
�	����	���������	����

�	�&�xi-1����	����
xi�	�����

��� � � � � �i i i 1 i i 1 i i iq (t) t y (1 t) y h t (1 t) k d 1 t k d t� �� � � � � � � � � � � � � � �� ��  ��

��
���������������
	���������	����	���&$����$���
���!x1…xn-1���#�
����������
�����	&n-1�����������

� � � �i 1 i 1 i i 1 i i i 1 i i 1 i 1 ih k 2 h h k h k 3 h d h d� � � � � �� � � � � � � ���

���������
������%���������!��
���
��	���$����
���#����
�,����$	�������

�	����������$��!	
���������#�	
�	�����
���
�,���������������������
�����
�
	���	���
�$�	����������
������	&%�����������

0 1 1

n 1 n n

2k k 3d

k 2k 3d�

� �

� �
��

������
n+1������������n+1����
��	������
��������
���k0…kn��
��

����
������������������
�� �
��������	&����������i�	����	�������x0����
�����������	��	������
	���������

%� ����������t������i i 1

i

x x
t

h
��

� 

'� ���	������	����	q(t)���


