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  מבוא
  

  סיווג אותות
  
  

  
  :זוגי) וחלק האיהחלק הזוגינגדיר את . זוגי)ות זוגי ואות איכסכו� של אנית� להצגה כל אות 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

2 2
even odd

x t x t x t x t
x t x t

+ − − −
= =  

  :ולכ� מתקיי�

( ) ( ) ( )even oddx t x t x t= +  

  
  טרנספורמציות על אותות

  

)פעולה על האות  )x t  תוצאה  

)  )ביחס לציר האנכי (שיקו# )x t− 

  )Scaling(שינוי קנה מידה 

1aכיוו+ עבור  >  

1aמתיחה עבור  <  

( )x at 

)  הזזה בזמ� ) ( )( )x t x t
θθ σ+ �  

]   לאות בדידTדגימה בזמ� מחזור  ] ( )y n x nT=  

]   לאות בדיד0ωדגימה בתדר זוויתי  ]
0

2
y n x n

π
ω

 
=  

 
  

]   לאות בדידfתדר דגימה ב ] 1
y n x n

f

 
=  

 
  

  
  

  � וקטוריי� ונורמותמרחבי
  
  

  :הגדרות

x,� לכל זוג אותות " א�יליניארמרחב נקרא  .1 y וקבועי�,a b ג� האותax by+הינו אות במרחב זה . 

  :                          שבו מוגדרת פעולת הנורמהיליניאררמה הינו מרחב מרחב נו .2

 :פעולת הנורמה מקיימת את התנאי� הבאי� .3

x  :0xהנורמה של   .א �0x  " א�= =.  

a : axקבוע לכל   .ב a x= ⋅. 

x: משולש ה שוויו�מתקיי� אי   .ג y x y+ ≤ +  

  
  :מכפלה פנימית בי� שני אותות במרחב הנורמה

( ) ( )*,f g f t g t dt

∞

−∞
∫�  

  

)סיווג האות )x t  #הגדרה בזמ� בדיד  הגדרה בזמ� רצי  

)  )סיבתי(צדדי ימני ) חד )0 0, : 0t t t x t∃ ∀ < = [ ]0 0, : 0n n n x n∃ ∀ < = 

)  )סיבתי)אנטי(צדדי שמאלי ) חד )0 0, : 0t t t x t∃ ∀ > = [ ]0 0, : 0n n n x n∃ ∀ > = 

)  )סימטרי(זוגי  ) ( )x t x t= −  [ ] [ ]x n x n= −  

)  )סימטרי)אנטי(זוגי )אי ) ( )x t x t= − −  [ ] [ ]x n x n= − −  

)  מחזורי ) ( ), :T t x t T x t∃ ∀ + =  [ ] [ ], :N n x n N x n∃ ∀ + =  
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 :שוור+ )שוויו� קושי)אי

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
,

b b b

a a a

x y x y x t y t dt x t dt y t dt≤ ⇒ ≤∫ ∫ ∫  

  :הגדרות נורמות

) ואות �∋nמספר עבור  )f t , סדרנורמה מנגדיר nי" ע:  

( )
1
n

n

n
f f t dt

∞

−∞

 
=  
 
∫  

  :הגדרה

]אות שיי- למרחב  ],nL a b , כלומר( ) [ ],pf t L a b∈  , א�( )
1
nb

n

n

a

f f t dt
 

= < ∞ 
 
∫.  

  :נורמה מסדר אינסופי תוגדר כ-

( )sup
t

f f t
∞

∈�
�  

  
  :נקבל את הגדרת האנרגיה של אות, 2ר עבור נורמה מסד

( )
22

2f
E f f t dt

∞

−∞

= = ∫  

            

2xא� : טענה L∈1 יאז,  על קטע סופיx L∈על אותו הקטע .  

  

  ווג מערכותיס
  

IOM(מיפוי כניסה יציאה עבור מערכת  Input Output Mapping−(,Ψ,ה ת אשר כניס( )x tה ת ויציא( )y tנקבע  

  :ות הבאהתכונותאת 
  
  

  מנוחה התחלתית
  :הגדרה

  .מערכת תהיה במנוחה התחלתית א� תגובתה לאות ימני היא אפס עד תחילת הכניסה

)א� אות הכניסה למערכת מקיי� , כלומר )0 : 0t t x t∀ < אות המערכת תהיה במנוחה התחלתית א� אזי , =

)המוצא מקיי�  )0 : 0t t y t∀ < =.  

  

  תליניאריו
  :הגדרה

  של אותות המוצאיליניאר מתקבל צירו# ,של כניסותליניארי עבור צירו# מערכת תקרא ליניארית א� 

)לכל שתי כניסות א� , כלומר.המתאימי� לכניסות )1x t, ( )2x tקבועי�  ו,α β                               : מתקיי�,�∋

[ ]( ) [ ] [ ]( )1 2 1 2( )x x t x t x tα β α βΨ + = Ψ + Ψ  

  
  :הערות

  היא מקיימת את שתי התכונות�" א�תליניארי מערכת היא :נית� לפרק את תכונת הליניאריות לשני חלקי�  .א
   :הבאות

]: (Additive)אדיטיביות . א   ]( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 1 2x x t x t x tΨ + = Ψ +Ψ   

]: (Homogeneity)הומוגניות . ב   ]( ) [ ]( ): x t x tα α α∀ ∈ Ψ = Ψ� 

)בעלת כניסה  מערכת א�  .ב ) 0x t ) א- היציאה מקיימת ≡ ) [ ]( ) 0y t x t= Ψ  .תאינה ליניארי אזי המערכת, ≠

)( הנמצאת במנוחה התחלתית תר ליניארי"מד  .ג )0 : 0t t y t∀ <   .ת מערכת ליניארימתארת) =

  :דוגמאות
y. א   ax b= �0b " א�תליניארי הינה + =.  

}. ב }Rey x= תליניארי אינה.  

) תמערכת גוזר.  ג   ) ( )d
y t x t

dt
) המבצעת אינטגרציה  ומערכת = ) ( )

t

y t x dτ τ
−∞

=   .תיניאריול הינ� ∫
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  סיבתיות
  :הגדרה

)המוצא , 0tכל ל, כלומר. ה בכל רגע אינה תלויה בכניסות עתידיותתיציאמערכת תקרא סיבתית א�  )y t 

)תלוי א- ורק בכניסה  ) 0,x t t t< .באופ� שקולו: ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1 2: :t t x t x t t t y t y t∀ ≤ = ⇒ ∀ ≤ =  

  :הערות

)  להל� תגובתלוציה ע�מערכת קונבו .1 )h t מתקיי� �" א�סיבתית הינה ( )0 : 0t h t∀ < =.  

) תמסורת פונקציתמערכת קונבולוציה ע�  .2 )H s  ל�"א� סיבתיתהינה רציונלית  (( )H s  תחו� התכנסות

 .ימני

  :� מתקיימי� שני התנאי�" א�סיבתיתהיא  רציונאלית צית תמסורתבעלת פונק LTIמערכת  .3
  .התמסורת אינה עולה על דרגת המכנה' דרגת המונה של פונק. 1
 .) תחו� ההתכנסות מחו+ למעגל–או בזמ� בדיד (תחו� ההתכנסות ימני . 2

)מערכת בזמ� בדיד היא סיבתית א�  .4 )lim
z

H z
→∞

<  .ותחו� ההתכנסות מחו+ למעגל) ROCשיי- לאינסו#   (∞

) � מתקיי�" היא סיבתית א�תליניארימערכת  .5 ) ( ), 0

t t

K t d h t dτ τ τ τ
+ +

∞ ∞

= − =∫ ∫. 

)מערכת גוזרת  .6 ) ( )d
y t x t

dt
 כדי לבצע tלמרות שיש להשתמש במידע קצת אחרי זמ� ( מוגדרת כסיבתית =

 ).tירה בזמ� גז

 .� היא במנוחה התחלתית"מערכת ליניארית היא סיבתית א� .7

)א� דרגת המונה גדולה ממש מדרגת המכנה ב  .8 )H z , נקבל משוואת הפרשי� מהצורה

[ ] [ ]... 1 ...y n x n+ = +   .טי סיבתיותאנ –ולכ� היציאה תהיה תלוייה בכניסות עתידיות , +

  

  זיכרו�
  :הגדרה

  . בלבדt תלוי בכניסה ברגע tרגע כל  א� המוצא ב�חסרת זיכרותקרא מערכת 
  :הגדרה שקולה

tτ תלוי בכניסה ברגע t  כלשהו א� המוצא ברגע� זיכרותקרא בעלתמערכת    .כלשהו ≠
  

  :הערות

 .בעלת זיכרו� היא אזי אינה סיבתיתא� מערכת  .1

 .סיבתית אזי היא חסרת זיכרו�א� מערכת  .2

)מערכת גוזרת  .3 ) ( )d
y t x t

dt
  .בעלת זיכרו�היא  =

  

 קביעות בזמ�
   אופרטור ההזזה בזמ�–הגדרה 

  : כ-אופרטור ההזזה בזמ�נגדיר את סימו� 

( ) ( )x t x t
θσ θ+�  

  :הגדרה
כאשר ,  כלומר. זההשהייההתוזז בזמ� בה ת יציא,מערכת תקרא קבועה בזמ� א� עבור כניסה מוזזת בזמ�

)מתקיי�  ){ } ( ){ }: x t x tθ θθ σ σ∀ Ψ = Ψ.  

  :ותאדוגמ

)עבור המערכת  .1 ) ( )y t x at b=   : מתקיי�+

( ){ } ( ){ } ( )( ) ( )

( ){ } ( ) ( )

x t x t x a t b x at a b

x t x at b x at b

θ

θ θ

σ θ θ θ

σ σ θ

Ψ = Ψ + = + + = + +


Ψ = + = + +
  

�1a "א�ולכ� היא תהיה קבועה בזמ�  =. 

) המערכת .2 ) ( )
t c

t d

y t ax b dατ τ
+

+

= +  ∫היא :  

�0b "ליניארית א�   =.  
�1α "קבועה בזמ� א�   =.  
�0 "סיבתית א�   , 0 , 1d c α< < =. 
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  הופכיות

  :הגדרה
סמ- מוצא המערכת לאותו  רק על נית� לשחזר את האות המקורי שנכנס למערכתמערכת תקרא הופכית א� 

)כ- שא� , Ψ−1נית� למצוא מיפוי כאשר , כלומר. האות ) ( )x t y tΨ =   אזי ( ) ( )1 y t x t−Ψ =   , וכאשר

1−Ψ1( ערכי )חד)ד הוא מיפוי ח 2 1 2x x y y≠ ⇒ ≠.(  

  (affine)ת ואפיני
  :הגדרה

)אפינית א� לכל זוג כניסות  קראתכת מער ) ( )1 2,x t x tקיימת מערכת  Ψ כ- שתליניארי  

( ) ( ) ( )1 2 1 2y t y t x x− = Ψ −.  

  :דוגמאות

1.  ( )1 , 0x ax b bφ = +  . היא אפינית≠

  .ה שוני� מאפס היא אפינית"ר א� ת"מד  .2
  



 49 מתוך 7 עמוד, סיכום הקורס,  אותות ומערכות044130
 

 il.co.hapetek.www://http © 2006אבי בנדל  
 

  

  מוכללות פונקציות
  

  : פונקצית בוח�– ההגדר

) פונקצית בוח� )tφ נגזרות מכל סדר ומתקיי� עבורה קיימות  שכזו היא( ), : lim 0
m

n

mt

d
n m t t

dt
φ

→∞

 
∀ = 

 
 

  שוויו� פונקציות מוכללות )הגדרה 

)שתי פונקציות מוכללות  )1f tו  ( )2f t שוות א� לכל פונקצית בוח� ( )tφמתקיי� :         

( ) ( ) ( ) ( )1 2f t t dt f t t dtφ φ
∞ ∞

−∞ −∞

=∫ ∫ 

  )Heavisideפונקצית  ( פונקצית מדרגה –הגדרה 
  :נגדיר את פונקצית המדרגה

( )
1, 0

0, 0

t
u t

t

>


<
�  

0tורבעפונקצית המדרגה אינה מוגדרת נשי� לב כי  =.  
  

  : פונקצית דלתא של דיראק–ה הגדר

)המסומנת ,  היא פונקציה מוכללת של דיראקאדלת )tδי פעולה על פונקציה כלשהיא" ומוגדרת ע( )f t:  

( ) ( ) ( )0t f t dt fδ
∞

−∞

=∫  

   פונקצית דלתאתכונות
  תוצאה  תכונה

)  הזזה ) ( ) ( )0 0t t f t dt f tδ
∞

−∞

− =∫ 

)פעולה על  ) 1f t ≡  ( )0 1t t dtδ
∞

−∞

− =∫ 

)  דלתא היא נגזרת של פונקצית המדרגה ) ( ) ( ) ( ),

t
d

t u t u t d
dt

δ δ τ τ
−∞

= = ∫  

)  מידה)הזזה בזמ� ושינוי קני ) 0
0

1 t
at t t

a a
δ δ  

− = − 
 

  

)  0tהכפלה בפונקציה רציפה בסביבת  ) ( ) ( ) ( )0 0 0f t t t f t t tδ δ− = −  

)פעולה של נגזרת של  )tδ  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0
nn n

f t t dt fδ
∞

−∞

= −∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
0

0 0

1 0 , 0

0, 0

n
k k n k

n
k

f t t f t f t

n
f t t

f t t k

t

δ δ δ

δ
δ

−

=

′ ′ ′= −

  
− =  =   

 ≠

∑  
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  קונבולוציהאופרטור ה
  

   קונבולוציה– הגדרה
  : נגדיר את פעולת הקונבולוציהx ,yעבור אותות 

( ) ( ) ( ) ( )*x y t x y t dτ τ τ
∞

−∞

−∫�  

   תמ-– הגדרה

)של פונקציה  (Support) תמ-ה )x t וא האינטרוול בו ה( ) 0x t ≠.  

 

  תכונות הקונבולוציה
  

*  קומוטטיביות *f g g f=  

)  אסוציאטיביות ) ( )* * * *f g h f g h=  

)   בכפל בסקלראסוציאטיביות ) ( ) ( )* * *a f g af g f ag= =  

)  דיסטריבוטיביות )* * *f g h f g f h+ = +  

)  הזזה בזמ� ) ( ) ( )* * *f g f g f gθ θ θσ σ σ= =  

  קומוטטיביות בגזירה

( )

( )

* * *

* *
n n m m

n n m m

d d d
f g f g f g

dt dt dt

d d d
f g f g

dt dt dt

−

−

   = =   
   

   
=    
   

  

  

)א�  )f t מחזורית במחזור T אזי ג� ( ) ( )( )*y t f g t= ,ג� היא מחזורית באותו מחזור.  

  

  קונבולוציות ידועות
  

( ) ( ) ( )*u t u t tu t=  

( ) ( ) ( )*f t t f tδ =  

( ) ( ) ( )0 0*f t t t f t tδ − = −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
n n

f t t f tδ =  

  
  

  :תכונת התמ- של הקונבולוציה

)א� התמ- של  )x t הוא [ ],a b והתמ- של ( )h t הוא[ ],c d אז התמ- של y x h= ] הוא ∗ ],a c b d+ +.  

  
  : זהה לזוגיות מכפלה של פונקציות– זוגיות הקונבולוציהתכונת 

( )f t  ( )g t  ( )( )*f g t  

  זוגית  זוגית  זוגית
  זוגית)אי  זוגית)אי  זוגית

  זוגית)אי  זוגית  זוגית)אי
  זוגית  זוגית)אי  זוגית)אי

  

בה נית� לחשב את מוצאה ) LTI – Linear, Time Invariant(מערכת ליניארית וקבועה בזמ� : מערכת קונבולוציה

( )y tי פעולת קונבולוציה של הכניסה " ע( )x tע� תגובת המערכת להל  �( )h t ,כלומר כאשר  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x h t x h t dτ τ τ
∞

−∞

= ∗ = −∫  
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) שנית� לבצע פעולת קונבולוציה ע� נקבל, מתכונות הקונבולוציה: תוצאה )g t ,התגובה לכניסת מדרגהפונקצית :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )d d d
y t x h t x g t x g t x g t d

dt dt dt
τ τ τ

∞

−∞

 = ∗ = ∗ = ∗ = − 
  ∫  

  
האלגורית� לחישוב . לחשב את הקונבולוציה באופ� גראפי, יותראו אפילו פשוט , לעיתי� כדאי לבדוק א� אפשרי

  :קונבולוציה באופ� גראפי
  כלומר, ביחס לציר האנכי, יש לשק# את אחד האותות המעורבי�

  
)כעת נצייר באותה מערכת צירי� את האות השני  )g tכל התהלי- קבוע במקומו לאורר שיישא -:  

  
)נזיז את , כעת )f τ− בפרמטר t−∞ < < שיוצרת המכפלה ) ביצוע האינטגרל(נחשב את השטח ,  שכזהtועבור כל , ∞

( ) ( )g f tτ τ− ,ציה בזמ� וזה יהיה ער- הקונבולוt7עבור .  זהt   :נקבל,  יחידות זמ�7כלומר הזזה שמאלה ב , =

  
  

  :ולקבל, נית� לבצע בקלות באופ� גראפי") חלונות ("קונבולוציה של שני אותות מלבניי�

  
t

TT−

a

t
TT−

b

t
2T2T−

2Tab

* =

τ

( )f τ−

( )g τ

11−

τ

( )f τ− ( )g τ

74−

τ

( )f τ

τ

( )f τ−
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  רכות גרעי� ומערכות קונבולוציהמע
  

)מערכת גרעי� היא מערכת אשר נית� לחשב את מוצאה  )y tי הפעולה המתמטית הבאה" ע:  

( ) ( ) ( ),y t k t x dτ τ τ
∞

−∞

= ∫  

)כאשר  )x t היא כניסת המערכת ו ( ),k t τת ונקראת גרעי� המערכתכמער היא פונקציה המתארת את ה) Kernel(. 

  .τ על כניסה בזמ� tגרעי� של מערכת היא תגובת המערכת בזמ� הפונקצית 
  

) תיארינלי בהינת� גרעי� מערכת ),k t τ:  

)� "המערכת סיבתית א� .1 ), 0k t τ t בתחו� = τ<. 

)� "מערכת חסרת זיכרו� א� .2 ), 0k t τ t עבור = τ≠. 

)� "המערכת קבועה בזמ� א� .3 ) ( ),k t k tτ τ= וזוהי מערכת , כלומר פונקציה של הפרש הזמני� בלבד, −

 .קונבולוציה
  

  :י פעולת קונבולוציה"ת בעלת תגובה להל� ושנית� להציג את יציאתה עכלומר מערכ, עבור מערכת קונבולוציה

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*y t x t h t x h t dτ τ τ
∞

−∞

= = −∫  

)פונקצית התמסורת שלה מסומנת  )H ω והיא התמרת הפורייה של התגובה להל� ( )h t.  

  

  אותות עצמיי� של מערכת קונבולוציה
נית� , פורייה של המשוואה הדיפרנציאלית המתאימה של המערכתההתמרת כשמסתכלי� על  כלומר, בתחו� התדר

)האות לקבל כי  ) 0j t
x t e

ω= קונבולוציהה הוא אות עצמי של מערכת.  

)  המערכת עבור אות עצמי זה הואאמוצ ) ( )0

0

j t
y t e H

ω ω=.  

  

)נית� לקבל כי עבור כניסה  ) ( )0cosx t tω= ,כשו( ( )h tממשי :  

( ) ( ) ( )( )0 0 0cos argy t H t Hω ω ω ω ω= = + = 

)עבור , ובאופ� דומה ) ( )0sinx t tω= , כאשר( )h tנקבל,  ממשי:  

( ) ( ) ( )( )0 0 0sin argy t H t Hω ω ω ω ω= = + = 

  
רנציאלית של המשוואה הדיפ) צדדית)צדדית או דו) חד(התמרת לפלס מתאימה כשמסתכלי� על כלומר , במישור לפלס

)האות , המתאימה של המערכת ) 0s t
x t e=מוצא המערכת עבור אות עצמי .  הוא אות עצמי של מערכת הקונבולוציה

)זה הוא  ) ( )0

0

s t
y t e H s=.  

  

)נשי� לב כי עבור אות , במישור לפלס ) t
x t a= , מתקיי�( ) lnt a

x t e= ,ולכ� במקרה זה נקבל את ,כלומר אות עצמי  

)מוצא  ) ( )lnt
y t a H a=.  
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  בזמ� רצי# התמרת פורייה 
   התמרת פורייה בזמ� רצי#– הגדרה

)עבור אות  )x t המקיי� ( )
1

x x t dt

∞

−∞

= <   :נגדיר את התמרת הפורייה של האות, ∫∞

( ) ( ){ } ( ) j t
X F x t x t e dt

ωω
∞

−

−∞

= ∫�  

  י"ע, דיריכלה יתחת תנאי, קבלאת ההתמרה ההפוכה נית� נ

( ) ( ){ } ( )1 1

2

j t
x t F X X e d

ωω ω ω
π

∞
−

−∞

= = ∫  

  :תכונות ותוצאות

  :דואליותעקרו� ה .1

)נסמ� את התמרת פורייה של אות  )x t:( ){ } ( )F x t X ω= ,אזי :( ){ } ( )2F X t xπ ω= −.  

  :כי מעקרו� זה נית� להראות

( ){ }( ) ( ){ }( )

( ){ }( ) ( )
( ){ }( ) ( )

1 3

2

4 2

2

1

4

4

2

F X t F X t

F x t x

F x t x

ω ω
π

ω π ω

ω π ω

− =

=

= −

  

  : ותוצאותיומשפט פלנשרל .2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

1

2

1

2

x t y t dt X Y d

x t dt X d

ω ω ω
π

ω ω
π

∞ ∞
∗ ∗

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

=

⇓

=

∫ ∫

∫ ∫

  

  :קשר שימושי .3

( ) ( ) ( )1 0x t dt x t dt X ω
∞ ∞

−∞ −∞

= ⋅ = =∫ ∫  
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   ידועותת פורייהוהתמר
  

   של האותהתמרת פורייה  אות בזמ� רצי#

( )tδ  1  

( )0t tδ −  0tj
e

ω−  

1  ( )2πδ ω  

( )
k

t kTδ
∞

=−∞

−∑  ∑
∞

−∞=








 −
k T

k

T

π
ωδ

π 22
  

∑
∞

−∞=k

tjk

k ea 0ω  ( )02 k

k

a kπ δ ω ω
∞

=−∞

−∑  

tj
e 0ω  ( )02πδ ω ω−  

( )0cos tω  ( ) ( )( )0 0π δ ω ω δ ω ω− + +
  

( )0sin tω  ( ) ( )( )0 0
j

π
δ ω ω δ ω ω− − +  

( )
1

0
1

1

0
2

t T

x t T
T t

 <


= 
< ≤

  

)וכ�  ) ( )0x t T x t+ =  

( ) ( )0 1

0

0

0

2sin

2

k

k T
k

k

T

ω
δ ω ω

π
ω

∞

=−∞

−

=

∑
  

( )0 0
0

sin
sinc

t
t

t

ω ω
ω

π π
=  

0

0

1

0

ω ω
ω ω

 <
 >

  

( ) 0
0

0

sin
sinc

t
t

t

ω
ω

ω
=  

0

0

00

π
ω ω

ω

ω ω

 <

 >

  

( ) ( )( )1
2

1u t sign t= +  
( )

( )

1
, 0

, 0

j
πδ ω ω

ω

πδ ω ω

 + ≠

 =

  

( )at
e u t
−  ( )1

, Re 0a
a jω

>
+

  

( )at
te u t

−  
( )

( )2

1
, Re 0a

a jω
>

+
  

( )
( )

1

1 !

n
att

e u t
n

−
−

−
  

( )
( )1

, Re 0
n

a
a jω

>
+

  

( )
1 0

0 0

1 0

t

sign t t

t

>


= =
− <

  

2
, 0

0, 0

j
ω

ω
ω

 ≠

 =

  

0

00

k t t

t t

 <
 >

  ( )0 02 sinckt t ω  

n
t  ( )( )2 n n

jπ δ ω  

( ) ( ) ( )*

t

x d x u tτ τ
−∞

=∫  
( ) ( ) ( )

X
X

j

ω
πδ ω ω

ω
+  

2

22

t

e σ
−

  

2 2

22 e

σ ω

σ π
−
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  תכונות של התמרת פורייה
  

   של האותהתמרת פורייה  אות בזמ� רצי#  תכונה

)  ליניאריות ) ( )ax t by t+  ( ) ( )aX bYω ω+  

)  סימטריה )F t  ( )2 fπ ω−  

)  )Scaling(מתיחה וכיוו+  ) ,f at a∈�  
1

F
a a

ω 
 
 

  

)  הזזה בזמ� )0f t t−  0 ( )
j t

e F
ω ω−  

)  הזזה בתדר )0j t
e f t

ω
  ( )0 0,F ω ω ω− ∈�  

)  cosמכפלה ב  ) ( )0cosf t tω  ( ) ( )( )0 0

1

2
F Fω ω ω ω− + +  

)  sinמכפלה ב  ) ( )0sinf t tω  ( ) ( )( )0 0

1

2
F F

j
ω ω ω ω− − +  

)  קונבולוציה בזמ� ) ( )x t y t∗  ( ) ( )X Yω ω⋅  

)  קונבולוציה בתדר ) ( )x t y t⋅  ( ) ( )1

2
X Yω ω

π
∗  

)  גזירה בזמ� )
n

n

d
f t

dt
  ( ) ( )n

j Fω ω  

)  אינטגרציה בזמ� )
t

f dτ τ
−∞
∫  ( ) ( ) ( )1

0F F
j

ω π δ ω
ω

+  

)  גזירה בתדר )tx t  ( )d
j X

d
ω

ω
  

  ( ) ( )*
x t x t=  

  )אות ממשי(

( ) ( )

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }
( ) ( )
( ){ } ( ){ }

Re Re

Im Im

arg arg

X X

X X

X X

X X

X X

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

∗ = −

⇓

= −

= − −

= −

= − −

  

  ( ) ( )*
x t x t= −  ( ) ( )*

X Xω ω=  

  )התמרת ממשית(

  ( ) ( )x t x t= − ( ) ( )X Xω ω= −  

  ( ) ( )x t x t= − − ( ) ( )X Xω ω= − −  
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  בזמ� רצי# טור פורייה
  

  אות מחזורי – הגדרה
   מתקיי�tכאשר לכל , Tבזמ� מחזור , אות יהיה מחזורי

( ) ( )x t T x t+ =  

  : בעזרת טור פורייהרלתיאוות מחזורי נית� א

( ) 0jn t

n

n

x t c e
ω

∞

=−∞

= ∑ 

0כאשר 

2

T

π
ω   :את מקדמי הטור מוצאי� בעזרת הנוסחה. =

( ) 0
1 jn t

n

T

c x t e dt
T

ω−= ∫ 

  . אות קבוע שלא מכיל מידע בתוכו– Direct Currentכלומר , DCנקרא אות  0cהקבוע 

  ). המחזור (Tטגרציה מבצעי� על פני קטע כלשהו באור- את האינ
 .Tטור הפורייה הוא ג� כ� אות מחזורי במחזור 

  
  :נקודת מבט שונה

( ) ( ) ( )1 1

2 2

j t jn T

n

x t X e d X n e
ωω ω

π π

−∞ ∞
Ω

=−∞−∞

= Ω Ω∑∫ �  

  . מחזיר אותנו לאינטגרל→0Ωאשר בגבול , אינטרוול הדגימה     ) Ω   :כאשר

  ( )X nΩ(   כלומר המשקל היחסי של , מבטא את תכולת ההרמוניהω בתו- הסיגנל ( )x t.  

  
 נקבעי� לפי ממוצע ,הפונקציההמחברי� את מחזורי , ערכי הטור בנקודות אי הרציפות,  לפי משפט דיריכלה:הערה

ZnnTtרציפות )כלומר עבור נקודת אי. ער- הגבול מימי� וער- הגבול משמאל לנקודת אי הרציפות ∈=   : מתקיי�00,

( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

0

0

2 2

x t x t x x T
x t

+ − + −+ +
= = 

  
  : של האות מהתמרת פורייה של אות מחזורי לטור פורייהמעבר

)עבור אות מחזורי  )x t 0 במחזורT ,נמצא את התמרת הפורייה של אחד ממחזורי , להצגת האות בתור טור פורייה

0)(, האות ωX, ואז יתקיי� ( ) 0j nt

n

n

x t c e
ω

∞

=−∞

= כאשר , ∑
0

0

2

T

π
ω )) ו= )

0
0

0

1
n n

c X
T ω ω

ω
=

  . של�n לכל =

  
  :האותשל  התמרת פורייה של אות מחזורי לטור פורייהמ ברמע

)עבור אות מחזורי  )x t 0 במחזורT ,י הטור "אשר נתו� ע( ) 0j nt

n

n

x t c e
ω

∞

=−∞

= ∑.  

  :י"נקבל את התמרת הפורייה של האות ע

( ) ( )02 n

k

X c kω π δ ω ω
∞

=−∞

= −∑ 

  .nc, י הטור פורייהרכבת הלמי� מוכפלת במקדמ, כלומר



 49 מתוך 15 עמוד, סיכום הקורס,  אותות ומערכות044130
 

 il.co.hapetek.www://http © 2006אבי בנדל  
 

  

  תכונות של מקדמי פורייה
  

0כאשר, Tמחזור  באות מחזורי

2

T

π
ω   מקדמי הטור  =

( )x t , במחזורT  ka  

( )y t , במחזורT  kb  

( ) ( )Ax t Bx t+  kk BbAa +  

( )0x t t−  0 0jk t

k
a e

ω−  

( )0jM t
e x t

ω
  Mka −  

( )x t
∗  ∗

−ka  

( )x t−  ka−  

( )x tα ,0>α ,המחזור משתנה ל(
T

α
  ka  

( ) ( )
T

x y t dτ τ τ−∫  
kkbTa  

( ) ( )x t y t  , במחזורT  n k n

n

a b
∞

−
=−∞
∑  

  

( )d
x t

dt
  0 k

jk aω  

( )
t

x dτ τ
−∞
0מתכנס רק א�  (∫ 0 0a c= =(  

0

1
k

a
jkω

  

( ) ( )*
x t x t= ) ממשיאות(  

{ } { }
{ } { }

Re Re }

Im Im

k k

k k

k k

k k

a a

a a

a a

a a

∗

−

−

−

=

=

= −

=

  

( )x tממשי וזוגי   kaממשי וזוגי   

( )x tזוגי) ממשי ואי  kaזוגי) מדומה טהור ואי  

( ){ }ex Even x t= ,)(txממשי   }Re{ ka  

( ){ }ox Odd x t= ,)(txממשי   }Im{ kaj  

  
  :כלהירי דיא� מתקיימי� תנאי: משפט

]. א   ]1 0,x L T∈ ( זאת אומרת ( )
0

T

x t dt < ∞∫.  

)הפונקציה .  ב   )x t רציפה למקוטעי� בקטע[ ]0,Tתרציפו) ובעלת מספר סופי של נקודות אי.  

)הפונקציה . ג   )x t בעלת מספר סופי של נקודות מקסימו� ומינימו� בקטע  הינה[ ]0,T.  

,אזי טור פורייה ע� המקדמי�
k k

a bל מתכנס לפונקציה כ- ש" הנ :( ) ( )0
1

2

jk t

k

k

a e x t x t
ω

∞
+ −

=−∞

 = + ∑  

)                                                       :                    יליניארנגדיר מכפלה פנימית במרחב  ) ( )*

0

1
,

T

x y x t y t dt
T

⋅∫�  

)עבור : משפט פרסבל )x t כאשר הטור או האינטגרל מתכנסי�( מחזורי מתקיי�:(  

2 2 21
, ( )

k

kT

x x x x t dt a
T

∞

=−∞

= = = ∑∫  
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  התמרת לפלס
  

   התמרת לפלס–הגדרה 

)צדדית של אות )נגדיר את התמרת לפלס דו, �∋sעבור  )x t:  

( ) ( ){ } ( ) st
X s L x t x t e dt

∞
−

−∞

= ∫�  

)צדדית של אות )נגדיר את התמרת לפלס חד, �∋sעבור  )x t:  

( ) ( ){ } ( )
0

st
X s L x t x t e dt

−

∞
−

+= ∫�  

  
 שעבור� ההתמרה קיימת sקבוצת הערכי� של הפרמטר . �∋sכאשר האינטגרל לא יתכנס בהכרח לכל 

ROC: ) נקראת תחו� ההתכנסות של ההתמרה ) האינטגרל מתכנס( RegionOf Convergence.  
  

  :תכונות/הערות

:כלומר , נית� לראות שא� הציר המדומה מוכל בתחו� ההתכנסות של ההתמרה .1 s j ROCω ω∀ ∈ = ∈� ,

)ומתקיי� , ת מוגדרת היטבאזי התמרת פורייה של האו ){ } ( ){ }
s j

F x t L x t
ω=

=.  

)כלומר , תכאשר ההתמרה היא רציונאלי .2 ) ( )
( )

P s
X s

Q s
= ,( )P s ו ( )Q sאזי,  פולינומי� כלשה�: 

  

)התמ- של האות  )x t  רת לפלס תחו� ההתכנסות של התמ( )X s  

  )�∋s(כל המישור המרוכב   סופי
}( הימני ביותר pימינה מהקוטב   )האות ימני(צדדית ימנית )קר� חד } { }Re Res p>(  

}( השמאלי ביותר pשמאלה מהקוטב   )האות שמאלי(צדדית שמאלית )קר� חד } { }Re Res p<(  

  בי� שני הקטבי� הפנימיי� ביותר  )t לכל 0)  שונה מ–צדדי )האות דו(אינסופי 
  

 .תחו� ההתכנסות של ההתמרה כמוב� לא יכול לכלול קוטב של ההתמרה .3

 .s כלומר ההתמרה לא קיימת בעצ� לא# –ריקה תחו� ההתכנסות יכול להיות קבוצה  .4

)  :התמרת לפלס הפוכה .5 ) ( )1

2

s j

zt

s j

x t X z e dz
jπ

+ ∞

− ∞

= ∫ 

):צדדית)צדדית והדו)קשר בי� התמרת לפלס החד .6 ){ } ( ) ( ){ }L x t L x t u t+ = ⋅ 

 .צדדית של אותו אות)צדדית של אות ימני תהיה זהה להתמרת לפלס חד) התמרת לפלס דו .7

  : ההתחלתי והער- הסופיהער- .8

)א�  )x tכאשר הגבולות קיימי�, אזי,  בראשית)ללא הלמי� או סינגולריות(והאות רצי# מספיק ,  אות ימני ,

 מתקיי� 

( ) ( )

( ) ( )
0

0

lim lim

lim lim

st

t s

x t sX s

x t sX s

+ +→∞→

+→∞ →

=

=
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  צדדית)ר במנוחה התחלתית בעזרת התמרת לפלס דו"פתרו� מד

  :ר א� מקדמי� קבועי�"מד
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0... ...
n m

n ma y t a y t a y t b x t b x t b x t′ ′+ + + = + + +  

  ).ZSRכלומר הפתרו� שנמצא הוא  (LTIמתארת מערכת , )מנוחה התחלתית(ותנאי התחלה אפס 
  נקבל, צדדית עבור שני צידי המשוואה) לאחר ביצוע התמרת לפלס דו

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0... ...n m

n ma s Y s a sY s a Y s b s X s b sX s b X s+ + + = + + +  

  ורת של המערכת היאואז פונקצית התמס

( ) ( )
( )

1 0

1 0

...

...

m

m

n

n

Y s b s b s b
H s

X s a s a s a

+ + +
=

+ + +
�  

)עבור כניסה , וכ- )1x tנקבל את התמרת לפלס של המוצא,  כלשהיא:  

( ) ( ) ( )1 1Y s H s X s=  

), ובמקרה הפרטי של כניסת הל� ) ( )1x t tδ=, נקבל את תגובת ההל� של המערכת  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 1Y s H s X s H s L t H sδ= = =  

)שנסמ� בתחו� הזמ�  )h t:  

( ) ( ){ }1
h t L H s

−=  

  
  צדדית)בעזרת התמרת לפלס חדע� תנאי התחלה שוני� מאפס ר "פתרו� מד
  )LTIמערכת  (� מקדמי� קבועי�עליניארית ר "נביט במד

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0... ...
n m

n ma y t a y t a y t b x t b x t b x t′ ′+ + + = + + +  

  התחלהותנאי 
( ) ( )

( )
( )

1

0

0

0

0

n

ny y

y y

y y

 =




′ =
 =

�
  

  
  :כאשר לא שוכחי� כי, צדדית על שני אגפי המשוואה)נבצע התמרת לפלס חד

( ) ( ) ( )
1

1
1 0

n kn
n n k

n k
k t

d d
L x t s X s s x t

dt dt

−
−

+ −
= =

   
= −   

   
∑  

  .וההמש- זהה לטיפול המשוואה ע� תנאי התחלה אפס
  

  :הערה

)תחו� ההתכנסות של ההתמרה  .1 )
n

n

d
L x t

dt
+

 
 
 

 . יהיה תמיד ימני
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   ידועותת לפלסתמרוה
  

  תחו� התכנסות  התמרת לפלס  אות בזמ� רצי#

( )tδ  1  s∈�  

( )0t tδ −  0st
e
−  s∈�  

( ) ( )( )1
2

1u t sign t= +  
1

s
  { }Re 0s >  

( )u t− −  
1

s
  { }Re 0s <  

( )
( )

1

1 !

n
t

u t
n

−

−
  

1
n

s
  { }Re 0s >  

( )
( )

1

1 !

n
t

u t
n

−

− −
−

  
1

n
s

  { }Re 0s <  

( )t
e u t

α−  
1

s α+
  { }Re s α> −  

( )t
e u t

α−− −  
1

s α+
  { }Re s α< −  

( )
( )

1

1 !

n
tt

e u t
n

α
−

−

−
  

( )
1

n
s α+

  { }Re s α> −  

( )
( )

1

1 !

n
tt

e u t
n

α
−

−− −
−

  
( )

1
n

s α+
  { }Re s α< −  

( ) ( )0cos t u tω  2 2

0

s

s ω+
  { }Re 0s > 

( ) ( )0sin t u tω  
0

2 2

0s

ω
ω+

  { }Re 0s > 

( ) ( )0cos t
t e u t

αω −  
( )2 2

0

s

s

α

α ω

+

+ +
  { }Re s α> − 

( ) ( )0sin t
t e u t

αω −  
( )

0

2 2

0s

ω

α ω+ +
  { }Re s α> − 

( )∑
∞

=

−
0n

nTtδ  
sT

e
−−1

1
  { }Re 0s >  

( )n
t u t  

1

!
+n

s

n
  { }Re 0s >  

( ) ( )1 2u t t u t t− − −  

  )חלו�(

1 2

2 1

, 0

, 0

st st
e e

s
s

t t s

− − −
≠


 − =

  s∈�  

  
 



 49 מתוך 19 עמוד, סיכום הקורס,  אותות ומערכות044130
 

 il.co.hapetek.www://http © 2006אבי בנדל  
 

  

  תכונות התמרת לפלס
  

  תחו� ההתכנסות  התמרת לפלס  אות בזמ� רצי#  תכונה

)  ליניאריות ) ( )ax t by t+  ( ) ( )aX s bY s+  
  לפחות

( ){ } ( ){ }ROC X s ROC Y s∩  

)  הזזה בזמ� )0f t t−  ( )0st
e F s
−

  ( ){ }ROC F s  

)  הזזה בתדר )0s t
e f t  ( )0F s s−  

התחו� המקורי 

( ){ }ROC F sמוזז בהתא�  

מתיחה וכיוו+ 

)Scaling(  
( )f at  

1 s
F

a a

 
 
 

  
התחו� המקורי 

( ){ }ROC F sמכוו+ בהתא�  

קונבולוציה 
)  בזמ� ) ( )x t y t∗  ( ) ( )X s Y s  

  לפחות

( ){ } ( ){ }ROC X s ROC Y s∩  

ולוציה קונב
)  בתדר ) ( )x t y t  ( ) ( )X s Y s∗    

):צדדית) בהתמרה דו )sF s   גזירה אחת
)  בזמ� )d

f t
dt

  
): צדדית) בהתמרה חד ) ( )0sX s x −

+ −  

  לפחות

( ){ }ROC F s  

):צדדית) בהתמרה דו )2
s F s  

גזירה פעמיי� 
)  בזמ� )

2

2

d
f t

dt
: צדדית) בהתמרה חד  

( ) ( ) ( )2 0 0s X s sx x− −
+ ′− −  

  לפחות

( ){ }ROC F s  

):צדדית) בהתמרה דו )n
s F s  

)  גזירה בזמ� )
n

n

d
f t

dt
: צדדית) בהתמרה חד  

( ) ( ) ( ) ( )11 00 ... 0
nn ns X s s x s x
−− − −

+ − − −  

  לפחות

( ){ }ROC F s  

אינטגרציה 
)  בזמ� )

t

f dτ τ
−∞
∫  ( )1

F s
s

  
  לפחות

( ){ } { }{ }Re 0ROC F s s∩ >  

)  גזירה בתדר )n
t f t  ( ) ( )1

n
n

n

d
F s

ds
−  ( ){ }ROC F s  
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   לפונקציות תמסורת בודהעקומות
) שרטוט של היא  של בודהת ההגבר האסימפטוטימתעקו )20log H ω כפונקציה של ω ,בסקאלה לוגריתמית. 

)כלומר שרטוט של  )20log H ω כפונקציה של logω . 10בסיס הלוגרית� הוא.  

) שרטוט של היא  של בודהת הפאזה האסימפטוטימתעקו )H ω�  כפונקציה שלω ,בסקאלה לוגריתמית.  

  
  עבור מערכת מסדר שני מהצורהראשית נראה כי 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 n n ny t y t y t x tξω ω ω′′ ′+ + =  

  קנוניתתגובת תדר  נקבל

( ) 2

1

1 2
n n

H j

j

ω
ω ω

ξ
ω ω

=
   

+ −   
   

  

   שורשי המכנה ה�ולכ�

2

1,2
2

1 , 1

1 , 1

n n

n n

jξω ω ξ ξ
λ

ξω ω ξ ξ

− ± − <
= 

− ± − ≥

.  

jכאשר  ROCω∈ת  נרשו� א,לצור- שרטוט עקומי ההגבר והפאזה,  של התמרת לפלס של תגובת התדר של המערכת
  :תגובת התדר בצורה קנונית כללית

( )
1

2

1

2

2 conjugate

2

2

2 conjugat

1 1 2

1 1 2

n n

n n

complex zeros
real zero

z

z z z

p

p p p

real pole

j j j

H j K

j j j

ω ω ω
ω ξ

ω ω ω
ω

ω ω ω
ω ξ

ω ω ω

     
 ⋅ ± ⋅ ⋅ + − ⋅                = ±
     
 ⋅ ± ⋅ ⋅ + −                

�				
				��	
	�

� �

�


	�	�
e complex poles

⋅�


				�				�

  

,קירוב בודה אומר שלכל : הערה
p z

ω ω ω≤ כאשר ( ההשפעה זניחה,
z p

ω ωאפס/ הוא קוטב.( 

  
  :ות בודה האסימפטוטיעקומות לע  והשפעת�,טבלת סוגי הקטבי�

  תרומה לתגובת התדר  סוג קוטב
, תרומה לשיפוע בהגבר

  קוטב ימינההמ
מדקדה , תרומה לשיפוע בפאזה
  קוטבהלפני עד דקדה אחרי 

  m  ממשי מסדרקוטב
  בחצי המישור השמאלי

1

1

m

p

j
ω
ω

 
+  

   

4
db
dec

m
π

−     

  m קוטב ממשי מסדר
  בחצי המישור הימני

1

1

m

p

j
ω
ω

 
−  

   

20 dB
dec

m−     

4
db
dec

m
π

+     

  m קוטב מרוכב מסדר
  בחצי המישור השמאלי

2

1

1 2

m

n n

j
ω ω

ξ
ω ω

    
 + −        

  

2
db
dec

m
π

−     

  m קוטב מרוכב מסדר
  בחצי המישור הימני

2

1

1 2

m

n n

j
ω ω

ξ
ω ω

    
 − −        

  40 dB
dec

m−     

2
db
dec

m
π

+     

  mקוטב בראשית מסדר 
( )

1
m

jω
  

20 dB
dec

m−     
היסט של 

2
m

π
  הגר# לכל אור- −
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  : על עקומות בודה האסימפטוטיות והשפעת�,אפסי�טבלת סוגי ה

  תרומה לתגובת התדר  סוג אפס
, תרומה לשיפוע בהגבר

   ימינהמהאפס
מדקדה , התרומה לשיפוע בפאז

  לפני עד דקדה אחרי האפס

  mאפס ממשי מסדר 
1  בחצי המישור השמאלי

m

z

j
ω
ω

 
+ 

 
  

4
db
dec

m
π

+     

  mאפס ממשי מסדר 
1  הימניבחצי המישור 

m

z

j
ω
ω

 
− 

 
  

20 dB
dec

m+     

4
db
dec

m
π

−     

  m מסדר אפס מרוכב
  בחצי המישור השמאלי

2

1 2

m

n n

j
ω ω

ξ
ω ω

    
 + −        

  
2

db
dec

m
π

+     

  m מסדר אפס מרוכב
  הימניבחצי המישור 

2

1 2

m

n n

j
ω ω

ξ
ω ω

    
 − −        

  

  

40 dB
dec

m+     

2
db
dec

m
π

−     

)  m בראשית מסדר אפס )m
jω  20 dB

dec
m+      היסט של

2
m

π
   לכל אור- הגר#

  
  

  ההגבר והפאזהעקומות על אפסי� /השפעות הקטבי�
  .) בפונקצית התמסורת+סימ� ( בחצי מישור השמאלי ,פשוטממשי קוטב  .1

]עקו� ההגבר המדויק נמצא במרחק של , כאשר הקוטב מרוחק משאר קטבי ואפסי המערכת ]3 dB מתחת 

 ).בדיוק במיקו� בקוטב(י מפוטלעקו� ההגבר האסי

 

  
  

  .) בפונקצית התמסורת+סימ� ( בחצי מישור השמאלי ,פשוטממשי  אפס .2

]עקו� ההגבר המדויק נמצא במרחק של ,  מרוחק משאר קטבי ואפסי המערכתאפסכאשר ה ]3 dB מעל 

 .)קוטבבדיוק במיקו� ב (לעקו� ההגבר האסימפוטי

  

( ) [ ]20log H dBω

[ ]3 dB

ω
20 dB

dec  20log K

Z
ω

( )[ ]arg H radω

ω
Z

ω 10
Z

ω
10

Z
ω0

4
π

2
π

4
dB
dec

π
  

 ( ) [ ]20log H dBω

[ ]3 dB

ω

20 dB
dec

−   

20log K

P
ω

( )[ ]arg H radω

ω0
P

ω

4
π−

2
π−

10
P

ω10

P
ω

4

dB
dec

π
−   
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  אפס ממשי בראשית .3
  

  
  

  .)1ממעלה (פשוטי� , זוג קטבי� קומפלקסי� צמודי� .4
0תלות בפרמטר כהמיקו� והמרחק בי� ההגבר המדויק ובי� ההגבר האסימפטוטי משתנה  1ξ< כאשר . >

1ξ  ).כלומר אינסופי( בנקודת הקוטב δמקבלי� הגבר בצורת , >>

  

 
 

  : הגרפי�לשרטוטהערות 

:מציאת שיפוע בגר# .1
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
log log

log

B A B A

B A B

A

H H H H
Slope

ω ω ω ω
ω ω ω

ω

− −
= =

−  
 
 

 

 מצמידי� לאחת Kאזי את , אפס הוא מכפלה/מכיוו� שכל קוטב. Klog20גר# ההגבר מתחיל מהגבר של  .2

)המכפלות של  )H ω ,כלומר מתחילות מאפס, ולכ� שאר המכפלות לא תורמות להגבר. 

)או סימ� שלילי של , אלא א� כ� קיי� אפס בראשית, גר# הפאזה מתחיל מפאזה אפס .3 )H ω , 0כלומרK <. 

4. 0<K  תור� היסט שלπ ) או לחילופי�π− (#לכל אור- הגר) היפו- פאזה(. 

2נית� להסיט את גר# הפאזה ב , π2בגלל מחזוריות הפאזה של  .5 ,k kπ ∈�. 

: הגבר התהודה הינו  .6
2

1

2 1
M

ξ ξ
=

−
 

)עקומי בודה להגבר עבור  .7 ) ( )*
G Hω ω= , זהה ועקו� הפאזה משוק# ביחס לצירlogω ,מכיוו� ש: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*

*

20log 20log 20logG H H

G H H

ω ω ω

ω ω ω

= =

= = −� � �
  

 ( ) [ ]20log H dBω

1ξ �

ω

40 dB
dec

−   

20log K

P
ω

( )[ ]arg H radω

ω0
P

ω

2
π−

π−

10
P

ω10

P
ω

2

dB
dec

π
−   

1ξ <<

 ( ) [ ]20log H dBω

ω

20 dB
dec  

1

( )[ ]arg H radω

ω0

2
π

20log K
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  מערכות בזמ� בדיד
  

  :הגדרות פונקציות דלתא ומדרגה בזמ� בדיד

[ ] [ ] [ ]
1 0 1 0,1,2,... 1 1, 2, 3,...

1
0 0 0 0

n n n
n u n u n

n otherwise otherwise
δ

= = = − − −  
= = − − =  

≠  
  

  
  :תוצאות נוספות

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] ( )[ ]

11

[ ] [ ] [ 1]

1

*

n u n u n u n u n n

u n n u n

f n n a f a n a

h n g n g n

g n h u n

δ σ

δ

δ δ

−= − − = −

= + −

− = −

= − −

=

  

  
ליניארית מערכת הפרש . מ� בדיד מדברי� על משוואות הפרשי�זב, באופ� מקבל למשוואות דיפרנציאליות בזמ� רצי#

  :י משוואת ההפרשי� הבאה"תתואר ע, Nמסדר , וקבועה בזמ�

[ ] [ ]
0 0

, 0
N M

k k N

k k

a y n k b x n k a
= =

− = − ≠∑ ∑  

0כאשר  0a 0וכאשר , המשוואה מתארת מערכת סיבתית, ≠ 0a   .סיבתית)המשוואה מתארת מערכת אנטי, =

  

  פתרו� ישיר של משוואת הפרשי�
]כלומר לפתור את משוואת ההפרשי� כאשר , נרצה לחשב את תגובת המערכת להל� ] [ ]x n nδ= .נקבל  

[ ] [ ]
0 0

N M

k k

k k

a h n k b n kδ
= =

− = −∑ ∑  

  .ע� תנאי התחלה מתאימי�,  מסויי�0nהחל מ , נראה שמתקבלת מערכת הפרשי� הומוגנית, לאחר הצבה זו

  באופ� כללי נקבל, כלומר

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

1 0 0

1

0, 0

, 0

0,

N
k n

k

N

k

k

h n n

a b
h n h n k n M

a a

a h n k n M

=

=


 = <



= − − + < <



− = >


∑

∑

  

0נשי� לב שהפתרו� עבור  n M< n הוא תנאי ההתחלה עבור המשוואה ההומוגנית שקיבלנו עבור > M>.  
  

  כעת נגדיר את הפולינו�

( )
0

N
N k

k

k

P aλ λ −

=

=∑  

 1 מריבוי iλבאופ� ששורש , ת פתרונות למשוואת ההפרשי� ההומוגניNתורמי� ,  השורשי� של פולינו� זהNכאשר 

  תור� את הפתרו�

[ ] n

i i iy n Aλ=  

  הפתרונותr תור� את r מריבוי iλושורש 

[ ]0 : a n

i i ia r y n A n λ∀ ≤ < =  

והקבועי� מחושבי� מתנאי ,  של המשוואה ההומונית יהיה סכו� כל הפתרונות שלעילהפתרו� הכולל, לסיכו�
  .ההתחלה שמצאנו עוד קוד� לכ�
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   קונבולוציה בזמ� בדיד–הגדרה 

] בזמ� בדיד תעבור שני אותו ]x n ,[ ]y nנגדיר את הקונבולוציה בזמ� בדיד :  

( )[ ] [ ] [ ]
k

x y n x k y n k
∞

=−∞

∗ ⋅ −∑�  

  
   אנרגיה של אות בזמ� בדיד–הגדרה 

[ ] [ ]2

2d

n

E x n x n
∞

=−∞

=∑�  

  :הערות

) עבור קשר המקיי� ,באופ� כללי .1 ) ( )d
y t x t

dt
 : נית� לנסח את הקשר בזמ� בדיד בצורה הבאה,  בזמ� רצי#=

[ ] [ ] [ ]1y n x n x n= − −  

1t, מכיוו� שבזמ� בדיד( n∆ = ∆  ). תמיד=

]בור מערכת קונבולוציה בעלת כניסה ע .2 ]x n ותגובה למדרגה [ ]g nמתקיי� :  

[ ] ( )[ ] ( )[ ]* * 1y n x g n x g n= − −  

  .� כא�גהתכונות המוכרות מקונבולוציה בזמ� רצי# מתקיימות  .3
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  Zהתמרת 
  

  צדדית) דוZ התמרת –ה הגדר
    ) עבור אותות בזמ� בדיד,צדדית)דו המקבילה להתמרת לפלס: (צדדית)  דוZהתמרת 

( ) [ ]{ } [ ] ,
n

n

X z Z x n x n z z
∞

−

=−∞

= ∈∑� �  

  צדדית) חדZ התמרת –הגדרה 
    ) עבור אותות בזמ� בדיד,צדדית) חדהמקבילה להתמרת לפלס: (צדדית) חד Zהתמרת 

( ) [ ]{ } [ ]
0

,
n

n

X z Z x n x n z z
∞

−
+ +

=

= ∈∑� �  

  
Z ,ROC של התמרת תחו� ההתכנסות RegionOf Convergence− ,הוא התחו� בו מתקיי�  

[ ] [ ] nn

n n

x n z x n z
∞ ∞

−−

=−∞ =−∞

= < ∞∑ ∑  

 : הפוכהZהתמרת חישוב 

[ ] ( ){ }11
( ) ,

2

k

C

x n z X z dz C ROC X z
jπ

−= ⊆∫  

1zא� מעגל היחידה    : פשוט יותר לבצע את האינטגרציה על מעגל זה אזי, שיי- לתחו� ההתכנסות=

[ ] ( )
2

0

1

2

j jn
x n X e e d

π
θ θ θ

π
= ∫  

0z ברדיוס כללי מעגל כלומר, 0rועבור  r= , המוכל בROC:  

[ ] ( )
2

0 0

0

1

2

n j jn
x n r X r e e d

π
θ θ θ

π
= ∫  

  :למציאת התמרה הפוכהנוספות שיטות 

 טור חזקות של האות .1

 פירוק לשברי� חלקיי� .2

)שימוש בנוסחת הבינו� של ניוטו�  .3 )
0

m
n n m n

n

m
a b a b

n

−

=

 
+ =  

 
∑ 

  
   :צדדית)דו של התמרה תחו� ההתכנסות

zכלומר , התכנסות תהיה מחו+ למעגל: מניאות י .1 a> , כאשרaהוא הקוטב בעל הגודל הגדול ביותר . 

zכלומר , התכנסות תהיה בתו- למעגל: אות שמאלי .2 a< , כאשרaקט� ביותר הוא הקוטב בעל הגודל ה. 

bכלומר , התכנסות תהיה בתו- טבעת: צדדי)ות דוא .3 z a<  . הקטבי� הקרובי� ביותרb ו aכאשר , >

] (אותות בעלי תמ- סופי בור ע .4 ] 0x n ≠ ,1 2N n N≤ ∀   : מלבדהמרוכבכל המישור סות הוא תחו� ההתכנ, )≥

20כאשר  .1 0z ROC N= ∉ ⇐ >   

1כאשר  .2 0z ROC N= ∞∉ ⇐ < 

  . תחו� ההתכנסות אינו כולל קטבי� של ההתמרה,בכל מקרה
  

  :צדדית)  חדZי התמרת "ע, ע� תנאי התחלה שוני� מאפס, פתרו� משוואת הפרשי�
  :וואה שנראית כ-נקבל מש, לאחר התמרת שני אגפי משוואתהמערכת

( ) ( ) ( ) ( )Y z Q z H z X z+ + + += +  

))ו) ZIR(תלות בתנאי התחלה בלבד כ מבטאת את המוצא Q+כאשר  )H z+ המערכת היא פונקצית התמסורת של .

)כאשר כופלי� את פונקצית התמסורת  )H z+ בהתמרת הכניסה ( )X z+ , מקבלי� את התמרת מוצא המערכת

  .וזאת בדומה למשוואת הפרשי� ע� תנאי התחלה אפס, )ZSR(בתלות בכניסה בלבד 
  



 49 מתוך 26 עמוד, סיכום הקורס,  אותות ומערכות044130
 

 il.co.hapetek.www://http © 2006אבי בנדל  
 

  : הערות/ תכונות

]כלומר מהצורה , עבור אות כניסה מעריכי: אות עצמי .1 ] n
x n a= ,א� וz a= נמצא בתחו� ההתכנסות של 

)פונקצית התמסורת  )H z)  מעגל ברדיוסaאזי , ) במישור המרוכב[ ] [ ] n
y n H z a a= = ⋅. 

]יש לשי� לב כי  .2 ] [ ]n n
x n a u t a=   . ולכ� אינו יכול להיות אות עצמי≠

]כלומר האות המעריכי , ר המקרה הפרטי של אות כניסה קבועעבו .3 ] 1n
x n C C= = 1zנקבל שא� , ⋅ = 

)נמצא בתחו� ההתכנסות של פונקצית התמסורת ) מעגל היחידה( )H z ,אזי מתקיי� [ ] ( )1y n C H z= ⋅ =. 

]: עבור כל אות .4 ]{ } [ ] [ ]{ }Z x n Z x n u n+ =. 

] עבורהמתקיי� � "היא סיבתית א� LTIמערכת  .5 ]0 : 0n h n∀ < ): ואז ג� מתקיי�, = ) ( )H z H z+=     

 : קיימי�באי�כאשר הגבולות ה :משפט הער- ההתחלתי והסופי .6

[ ] ( )

[ ] ( ) ( )
1

0 lim

lim lim 1

z

n z

x X z

x n z X z

+→∞

+→∞ →

=

= −
 

] עבור אות בזמ� בדיד .7 ]x n ,נגדיר את דגימת ההלמי� שלו( ) ( ) ( )c

k

x t x k t kδ
∞

=−∞

= כלומר נביט באת  (∑−

]בזמ� רצי# בו בכל נקודה ש  ]x nאז ו, )ובזמני� אחרי� האות הרצי# הוא זהותית אפס, ישנו הל�,  היה מוגדר

 של סדרת המספרי� Zלהתמרת )  הלמי�דגימת( בי� התמרת לפלס של האות הרצי# הקשרנית� לקבל את 
 :)האות הבדיד(

( ){ }( ) [ ]{ }( )
sc

z e
L x t s Z x n z

=
=.  
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   ידועותZהתמרות 
  

  תחו� התכנסות  Zהתמרת   אות בזמ� בדיד

[ ]
1, 0

0, 0

n
n

n
δ

=
= 

≠
  1  z∈� 

[ ]
1,

0,

n m
n m

n m
δ

=
− = 

≠
  mz −  

{ }

{ }

\ 0 , 0

, 0

\ , 0

m

z m

m

>


∈ =
 ∞ <

�

�

�

  

[ ]
1, 0

0, 0

n
u n

n

≥
= 

<
  

11

1
1 −
=

− − z

z

z
  1>z  

[ ]1u n− − −  
11

1
1 −
=

− − z

z

z
  1<z  

[ ]n
a u n  

az

z

az −
=

− −11

1
  ,z a a> ∈�  

[ ]1n
a u n− − −  

az

z

az −
=

− −11

1
  ,z a a< ∈�  

][nuna n  ( ) ( )221

1

1 az

az

az

az

−
=

− −

−

  ,z a a> ∈�  

]1[ −−− nuna n  ( ) ( )221

1

1 az

az

az

az

−
=

− −

−

  ,z a a< ∈�  

[ ] [ ]0cos n u nΩ  
2

0

2

0

cos

2 cos 1

z z

z z

− Ω
− Ω +

  1>z  

[ ] [ ]0sin n u nΩ  
0

2

0

sin

2 cos 1

z

z z

Ω
− Ω +

  1>z  

[ ] [ ]0cosn
r n u nΩ  

2

0

2 2

0

cos

2 cos

z rz

z rz r

− Ω
− Ω +

  rz >  

[ ] [ ]0sinn
r n u nΩ  

0

2 2

0

sin

2 cos

rz

z rz r

Ω
− Ω +

  rz >  

[ ]sin
2

n
u n

π 
  

  
2 1

z

z +
    

[ ]cos
2

n
u n

π 
  

  
2

2 1

z

z +
    

[ ]n b
a u n b

− −  
1 b

b z z
z

z a z a

−
− =

− −
    

[ ]1 1n
a u n

− −  
az −

1
  ,z a a> ∈�  
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−− −  
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1
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  Zתכונות התמרת 
  

  תחו� התכנסות  Zהתמרת   אות בזמ� בדיד

[ ]x n  ( )X z  XROC  

[ ]y n  ( )Y z  YROC  

[ ] [ ], ,ax n bx n a b+ ∈�  ( ) ( )aX z bY z+  
  לפחות

X YROC ROC∩  

  :צדדית) בהתמרה דו

( ) 0n
X z z

−
  

[ ]0x n n−  

  :צדדית) בהתמרה חד

[ ]{ } ( ) ( )

[ ]{ } ( ) ( )

[ ]{ } ( ) ( )
[ ]{ } ( ) ( )

1

0

1

1

1 0

1 1

k
k k m

m

k
k k m

m

Z y n k z Y z z y m z

Z y n k z Y z z y m z

Z y n zY z zy

Z y n z Y z y

−
−

+ +
=

− −
+ +

=

+ +

−
+ +

+ = −

− = − −

 + = −
⇒ 

− = + −

∑

∑  

XROC  

0zבתוספת אולי של  =  

[ ]0j n
e x n

ω
  ( )0j

X e z
ω−  

X
ROC  

[ ]n
a x n  ( )1X a z−   רדיוסי ההתכנסות מוכפלי� בa  

[ ]x n−  ( )1X z−  
רדיוס ההתכנסות הוא ההופכי של 

  הרדיוס המקורי

[ ],
0,

x r n rk

else

 =



  ( )kX z  
רדיוס ההתכנסות הוא רדיוס 

1המקורי בחזקת 
k

  

[ ] [ ]*x n y n  ( ) ( )X z Y z  
  לפחות

X Y
ROC ROC∩  

[ ]
n

k

x k
=−∞
∑  ( )1

1

1
X z

z
−−

  
  לפחות

{ }: 1
X

ROC z z∩ >  

[ ]x n
∗  ( )*

X z−    

[ ]nx n  ( )d
z X z

dz
−  X

ROC  

[ ] [ ]x n y n      

[ ] [ ]1x n x n− −      

[ ]
n

k

x k
=−∞
∑      

[ ]nx n      

[ ]x nממשי   
( ) ( )
( ) ( )

*

*

*

*

X z X z

X z X z+ +

=

=
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  דזמ� בדיהתמרת פורייה ב
  

  :) TransformDiscrete Time Fourier(זמ� בדיד התמרת פורייה ב  –ה הגדר

]עבור אות בזמ� בדיד  ]x n ,נגדיר את התמרת פורייה בזמ� בדיד:  

( ) [ ] ,j n

n

X x n e
∞

− Ω

=−∞

Ω = Ω∈∑ �  

  י" ההפוכה נחשב עהאת ההתמר

[ ] ( )1

2

j n
x n X e d

π

ππ
Ω

−

= Ω Ω∫  

  
  

  :תוצאות/הערות

 של Z קיימת כאשר התמרת התמרת פורייה בזמ� בדיד, באופ� דואלי להתמרת לפלס ופורייה בזמ� בדיד .1

1zעבור ) מתכנסת(האות קיימת   :Z התמרת ZX התמרת פורייה בזמ� בדיד ו FXכאשר , ואז, =

( ) ( )j

F ZX X z e ΩΩ = =  

 .2πהתמרת פורייה בזמ� בדיד מחזורית במחזור של  .2

 .� האות בדיד"התמרת פורייה של אות היא מחזורית א� .3

  .� האות ממשי"א�) זוגית(התמרת פורייה של אות היא סימטרית  .4

]כאשר האות  .5 ]x nמתקיי� ,  ממשי( ) ( )*
X X−Ω = Ω ,לומר נית� לשחזר את האות כ[ ]x n -רק על סמ 

)ידיעת  )X Ω בקטע[ ]0,π. 

 :) של התמרת פורייה בזמ� בדיד2π)י שימוש במחזוריות"וע (מי� פרסבל המתאיימשפט .6

[ ] ( ) ( )

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2

0

2

* * *

0

1 1

2 2

1 1

2 2

n

n

x n X d X d

x n y n X Y d X Y d

π π

π

π π

π

π π

π π

∞

=−∞ −

∞

=−∞ −

= Ω Ω = Ω Ω

= Ω Ω Ω = Ω Ω Ω

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
  

)עבור אות רצי# , הקשר בי� התמרת פורייה בזמ� בדיד להתמרת פורייה בזמ� רצי# .7 )cx t שנדג� לאות בדיד 

]י "ע ] ( )cx n x nT=הוא : 

[ ]{ }( ) ( ){ }( )1
j c

z e
s j

T

Z x n z L x t s
T

Ω= Ω
=

=  
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   ידועותהתמרות פורייה בזמ� בדיד
  

  התמרת פורייה בזמ� בדיד  אות בזמ� בדיד

[ ]
1, 0

0, 0

n
n

n
δ

=
= 

≠
  1  

[ ]0n nδ −  0j n
e
− Ω  

[ ]
1, 0

0, 0

n
u n

n

≥
= 

<
  ( )1

2
1 j

k

k
e

πδ π
∞

− Ω
=−∞

+ Ω−
− ∑  

0j n
e

ω  ( )02 2
k

kπ δ ω π
∞

=−∞

Ω− −∑  

0cos nω  ( ) ( )0 02 2
k

k kπ δ ω π δ ω π
∞

=−∞

Ω− − + Ω+ −∑  

0sin nω  ( ) ( )0 02 2
k

k k
j

π
δ ω π δ ω π

∞

=−∞

Ω− − − Ω+ −∑  

1  ( )2 2
k

kπ δ π
∞

=−∞

Ω−∑  

( )
k

n kTδ
∞

=−∞

−∑  
2 2

k

k

T T

π π
δ

∞

=−∞

 Ω − 
 

∑  

sin
sinc , 0

n n

n

α α α
α π

π π π
  = < < 
 

  
1, 2 2

0, 2 2k

k k

k k

π π α

π α π π

∞

=−∞

 ≤ Ω ≤ +


+ < Ω ≤ +
∑  
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  בזמ� בדידתכונות התמרת פורייה 
  

  התמרת פורייה בזמ� בדיד  אות בזמ� בדיד  סמ

1  [ ]x n  ( )X Ω  

2  [ ]y n  ( )Y Ω  

3  [ ] [ ], ,ax n bx n a b+ ∈�  ( ) ( )aX bYΩ + Ω  

4  [ ]0x n n−  ( ) 0j n
X e

− ΩΩ  

5  [ ]0j n
e x n

ω
  ( )0X ωΩ−  

6  [ ]x n
∗  ( )*

X −Ω  

7  [ ] [ ]*x n y n  ( ) ( )X YΩ Ω  

8  [ ] [ ]x n y n  ( ) ( )
2

1

2
X s Y s ds

ππ
Ω−∫  

9  [ ] [ ]1x n x n− −  ( ) ( )1 je X− Ω− Ω  

10  [ ]
n

k

x k
=−∞
∑  ( ) ( ) ( )1

2
1 j

k

X X k
e

π δ π
∞

− Ω
=−∞

Ω + Ω Ω−
− ∑  

11  [ ]nx n  ( )d
j X

d
Ω

Ω
  

12  [ ]x nממשי   

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

*

Re Re

Im Im

arg arg

X X

X X

X X

X X

X X

 Ω = −Ω


Ω = −Ω


Ω = − −Ω


Ω = −Ω
 Ω = − −Ω
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  דגימה ושחזור של אות
  

  דגימת הלמי�
  .י מסנ� אידיאלי"ושחזורו ע, בזמ� רצי#, הלמי�י הכפלה ברכבת "נביט בדגימה של אות רצי# ע

)א� האות  )f t עבור ההתמרה שלו מתקיי�כלומר, )מוגבל סרט( חסו� בתדר  ( )0 : 0Fω ω ω∀ > אזי נית� , =

minכאשר תדר הדגימה הוא לפחות , לשחזר את האות במלואו מדגימותיו 02
S

ω ω=. תדר זה נקרא תדר Nyquist.  

)דגימות האות  )f t ,הבא האותיהיו, בזמ� בדיד :  

[ ] ( ) 2
S

S

f n f nT f n
π
ω

 
= =  

 
  

 ו  תדר הקיטעו�0ωנקרא ל כאשר 
S

ωתדר הדגימה .  

  
  

כלומר ,  נקבל קונבולוציה ע� רכבת הלמי�ולכ� בתדר, י הכפלה בזמ� ברכבת הלמי�"את הדגימה של האות נבצע ע

כאשר המרחק בי� כל שכפול הוא , בתדר נקבל את התמרת האות המקורי משוכפלת אינסו# פעמי�
S

ω.  

  
)דגו� ואז האות ה )Sf tהוא :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )S

n n

f t f t t nT f nT t nTδ δ
∞ ∞

=−∞ =−∞

= − = −∑ ∑  

  :) מסמ� קונבולוציה* (ובמישור התדר

( ) ( ){ } ( ) ( )

( )

1 1 2 2 1 2
* *

2 2

1

S

n n n

S

n

n n
F F f t F t nT F F

T T T T

F n
T

π π π
ω δ ω δ ω ω

π π

ω ω

∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞

∞

=−∞

     = − = − = −     
    

= −

∑ ∑ ∑

∑
  

  
  

 אחרת שכפולי –ורי כא� אנו רואי� את הסיבה לכ- שבחרנו תדר דגימה גדול מפעמיי� תדר הקיטעו� של האות המק

  ). Overlapping(האות המקורי יבוצעו באופ� חופ# אחד על השני 
  

ω

( )SF ω

k
T

0ω0ω−

k
T

k
T

S
ω−

S
ω

( )f t ( )Sf t

( )
n

t nTδ
∞

=−∞

−∑

ω

( )F ω

0ω0ω−

k
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המשימה היא פשוטה מכיוו� שבמישור , א� רוצי� לשחזר את האות המקורי. את האות הדגו� הזה נית� לעבד במחשב
  :התדר יש לנו את האות משוכפל אינסו# פעמי�

( ) ( )1
S S

n

F F n
T

ω ω ω
∞

=−∞

= −∑  

וכ- נקבל רק את השכפול , T- מסנ� מעביר נמוכי� ע� הגבר של הוא להעביר את האות הדגו� דרכל מה שיש לעשות 
0nכלומר את האיבר שמתאי� ל , הראשו� של האות   : בסכימה=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
, 0

S S

n n

F T F n T F n T F F
T T

ω ω ω ω ω ω
∞

=−∞ =

 
= ⋅ = = ⋅ − = ⋅ = 

 
∑  

   .שאר השכפולי� יסוננו
  

וקט� מתדר הדגימה , סינו� של המסנ� צרי- להיות גדול מתדר הקיטעו� של האות המקורייש לשי� לב שתדר ה, בנוס#
  כלומר תגובת התדר של המסנ� האידיאלי היא, פחות תדר הקיטעו�

( )
,

0,

ILP

ILP

ILP

T
H

ω ω
ω

ω ω

 <
= 

>
  

0כאשר  0ILP S
ω ω ω ω≤ ≤ 02נדו� במקרה הפשוט שבו  .−

S
ω ω= , 0ואזILP

ω ω=.  

כי צרי- להכפיל ב (שימו לב שיש לדעת את תדר הדגימה 
2

S

T
π
ω

  .של האות כדי לשחזר אותו) =

  
  

  :נקבל את התמרת פורייה של האות המשוחזר, לאחר העברת האות הדגו� במסנ�

( ) ( ) ( )R S ILPF F Hω ω ω=  

ההתמרה ההפוכה  (sincבתחו� הזמ� האות המשוחזר יהיה הקונבולוציה של האות הדגו� ע� פונקציה מצורת , ולכ�
  ) : תגובת התדר של המסנ�–של חלו� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

* * sinc

*sinc 2 sinc

ILP
R S ILP ILP

n

ILP ILP
ILP ILP

n nS

f t f t h t f t t nT T t

T
f nT t nT t f nT t nT

ω
δ ω

π

ω ω
δ ω ω

π ω

∞

=−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

   = = −   
  

 
= − = − 

 

∑

∑ ∑
  

  

י רכבת הלמי� בתדר "ע, 0ωי "החסו� בתדר ע, קיבלנו שכאשר אנו דוגמי� אות בזמ� רצי#, לסיכו�
S

ω 02 שמקיי�
S

ω ω≥  ,

02כאשר  (כלומר, אז נוכל לשחזר את האות במלואו
S

ω ω= , 0ואזILP
ω ω=:(  

( ) ( )

( ) ( ) ( )0

2
2 sinc

sinc

ILP
R ILP

nS S

n

f t f nT t n

f nT t n f t

ω π
ω

ω ω

ω π

∞

=−∞

∞

=−∞

  
= −     

= − =

∑

∑
  

נשי� לב שעבור 
2

S

t kT k
π
ω

=    תמידמתקיי�, כלומר בזמני� בה� דגמנו את האות המקורי, =

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
sinc sincR ILPt kT

n nS S

f t f nT k n f nT k n f t
π π

ω π
ω ω

∞ ∞

=
=−∞ =−∞

  
= − = − =     
∑ ∑  

( ) ( )Rf kT f kT=  

  מכיוו� ש

1, 0
sinc

0, 0

n
n

n
π

=
= 

≠
  

( )f t
( )Sf t

( )
n

t nTδ
∞

=−∞

−∑

ILP
H ( )Rf t

( )Sf t

 מערכת השחזור של האות מערכת הדגימה של האות
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  י מפסק"דגימה ע
כל י סגירה של מפסק "נביט בדגימה של אות רצי# ע, כעת

S
Tיצירת אות דגו� בזמ� בדידי כ- "עו, ניות ש.  

  

  
  :0ωי "נניח שהתמרת פורייה של האות המקורי חסומה בתדר ע

  
]נית� להראות שהתמרת פורייה בזמ� בדיד של האות הבדיד הדגו�  ]Sf n ,היא  

( ) ( )
2

1 1 2

S

S
kk kS S S

T

k
F F F

T T Tπ
ω

π
ω

∞ ∞

Ω−=−∞ =−∞=

 Ω −
Ω = =  

 
∑ ∑  

)כאשר  )F ω #היא התמרת פורייה של אות הכניסה הרצי ( )f t.  

  :וקשר כללי יותר

[ ]{ }( ) ( ){ }( )1
jS

z e
s j

T

Z f n z L f t s
T

Ω= Ω
=

=  

  
הכפלת (ומכווצת , 2πמשוכפלת אינסו# פעמי� במחזור , קיבלנו את התמרת פורייה של האות המקורי, כלומר

ארגומנט ההתמרה ב 
1

1
S

T
גודלו מוכפל ב , נשי� לב שבנוס# לשכפול האות ולכיווצו). <

1

S
T
.  

  
  .� אותויש להמיר אותו לאות רצי# ולאחר מכ� לסנ, כדי לשחזר את האות

]מעבירה את האות הבדיד הדגו� האות מוכנס למערכת ש, ראשית ]Sf n #לאות רצי ( )Pf t ,י כ- שהתמרת פורייה "ע

)של האות  )Pf tי" נתונה ע  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

21 1 2

S

S
P S S ST

k kS S S S

S

k

T k k
F F F T F F

T T T T

F f t t nT

ω

ω π π
ω ω ω

δ

∞ ∞

Ω=
=−∞ =−∞

∞

=−∞

   −
= Ω = = = −   

   

 
= − 

 

∑ ∑

∑
  

  

[ ]radΩ

( )SF Ω

0 S
Tω0 S

Tω−

S

k
T

2π2π−

sec
radω   

( )F ω

0ω0ω−

k

( )f t [ ] ( )S Sf n f nT=

S
T

 מערכת השחזור של האות מערכת הדגימה של האות

מעביר 
לדגימת 
 הלמי�

( )ILPH ω ( )f t
( )Pf t
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וכ- אנו מקבלי� בעצ� את התמרת פורייה של האות , מרת פורייה בזמ� בדידמתבצעת מתיחה בחזרה של הת, כלומר

)המקורי  )f t , כלומר התמרתו היא הקונבולוציה של התמרת הפורייה –כאשר הוא מוכפל בזמ� ברכבת הלמי� 

( )F ω הקודמת וזהו מה שקיבלנו ג� בשיטת הדגימה–ע� רכבת הלמי� .  

  
)ולכ� נעביר את האות , נרצה לסנ� את התמרת הפורייה המקורית של האות, שנית )Pf t במסנ� מעביר נמוכי� 

)אידיאלי  )ILPH ω ובנוס# נרצה שהמסנ� יכפיל את ההתמרה ב 
S

T , 0וכ- נקבל את החלק בהתמרה שמתקבל מk =. 

  .כ- נקבל את האות המקורי
  

sec
radω   

( )PF ω

0ω0ω−

S

k
T

2

S
T

π2

S
T

π
−
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  תיאור מערכות במרחב המצב
  

  :בזמ� רצי#,  וקבועה בזמ�ליניארית, סיבתיתתיאור מצב של מערכת 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n n m

k n k m

q t A q t B x t

y t C q t D x t

× ×

× ×

 = +


= +

�
  

  
,כאשר  , ,A B C Dמטריצות שגודל� מסומ�  ,x וקטור m הכניסות למערכת ,q וקטור n  משתני המצב הפנימיי� של

  .המוצאי� של המערכת k וקטור yו , q נגזרת זמנית של �q, המערכת

  .איברי המטריצות קבועי�, עבור מערכת קבועה בזמ�
  

  :הערות

1לגודל ,  שאי� יותר ממוצא אחד,למשל, במקרה, �יתנוו) או מטריצה(ייתכ� שווקטור  .1 או  (כלומר למספר, ×1
 .)לוקטור

אז תחו� ההתכנסות הוא ימינה מהקוטב הימני ביותר ,  צמצומי� בפונקצית התמסורת של המערכתא� אי� .2
  .Aכאשר הקטבי� ה� הערכי� העצמיי� של המטריצה , של פונקצית התמסורת

  
  : המערכתדרכי פתרו�

 ):קונבולוציה(באופ� ישיר פתרו�  .1

( ) ( ) ( )

0

0 * 0

t
A tAt At At

q e q e Bx e q e Bxd
τ τ

−

−− −= + = + ∫ 

 :צדדית) לפלס חדי התמרת"� עפתרו .2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

0

ZSRZIR

Y s C sI A q H s X s

H s C sI A B D

− −
+ ++

−

+

= − +

= − +


		�		�
			�			�
  

1Aכלומר לחשב את , Aנית� ללכס� את  .3 T AT−= , 1להגדיר וקטור מצב
z T q

ולפתור את המערכת , =−

  :הפשוטה יותר
1 1

z T ATz T Bx

y CTz Dx

− −= +

= +

�
  

  
  : בזמ� בדידואות מצבעבור מערכת משו

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1 n n n m

l n l m

q n A q n B x n

y n C q n D x n

× ×

× ×

 + = +


= +
  

  : הואZ+י התמרת "הפתרו� ע

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

0

ZSRZIR

Y z C zI A zq H z X z

H z C zI A B D

− −
+ ++

−

+

= − +

= − +


		�		�
			�			�
  

  
 הגדול ביותר גודל הקוטב הואאז תחו� ההתכנסות הוא מחו+ למעגל שרדיוסו , א� אי� צמצומי� בפונקצית התמסורת

  .A  המטריצה העצמיי� שלכאשר הקטבי� ה� הערכי�, של פונקצית התמסורת
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  CCFמימוש מערכת בעזרת בקר 
באמצעות , מתו- המשוואה הדיפרנציאלית המתארת את המערכת) חישוב ארבעת המטריצות(מימוש מערכת המצב 

   מתבצע לאחר שמגדירי� את משתני המצב להיות)CCF) Controllable Canonical Formבקר 

1

2 1

3 2

q yy

q y qy
q

y q y q

= 
   = = = ⇒   = =    

� ��

�� �� �

� �

  

Mכאשר , עבור המשוואה הדיפרנציאלית N≤:  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

N M
n n

n n

n n

a y t b x t
= =

=∑ ∑  

1כאשר מנרמלי� את המשוואה ל
N

a   מקבלי� את המטריצות, =

( )0 1 1

0 1 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0
, , , 0

0 0 0 1 0

1

M

N

A B C b b b D

a a a

−

−

   
   
   = = = =
   
   
− − −   

�
�

�

  

  :במקרה פרטי הבא, פונקצית התמסורתעבור 
  

( )
2

2 1 0

3 2

3 2 1 0

b s b s b
H s

a s a s a s a

+ +
=

+ + +
  

  נקבל את המטריצות

( )0 1 2

0 1 2

0 1 0 0

0 0 1 , 0 , , 0

1

A B C b b b D

a a a

   
   = = = =   
   − − −   
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  מטריצת המעבר

At" מטריצת המעבר"הגדרת 
e:  

xמטריצת המעבר מוגדרת באופ� דומה לטור טיילור של 
e:  

( )
2 2 3 3

0

...
! 2! 3!

k k
At

k

A t A t A t
t e I At

k

∞

=

Φ = = + + + +∑�  

  

At יצת המעברמטרתוצאות בהקשר של /תכונות
e:  

Atהמטריצה  .1
e ג� א� , )לא סינגולארית( הפיכהAאינה הפיכה . 

2. ( )A tAt A
e e e

ττ +=. 

Atמהגדרת המטריצה  .3
e ,המטריצה נית� לחשב את A:  

2 3 2

0 0

2 3 ...
2! 3!

At

t t

d A t A t
e A A

dt = =

= + + + =  

ABכלומר , מכפלת מטריצות היא קומוטטיבית .4 BA= ,א�" �( )A B tAt Bt
e e e

+=. 

Atאזי , λע� ער- עצמי , A וקטור עצמי של vא�  .5 te v e vλ=.  
  
  

Atשוב דרכי� לחי
e:  

כלומר ,  אלכסוניתAרק כאשר  .1

1 0 0

0 0

0 0

0 0 n

A

λ

λ

 
 
 =
 
 
 

�

� �

� �

�

אזי , 

1 0 0

0 0

0 0

0 0 n

At

e

e

e

λ

λ

 
 
 =
 
  
 

�

� �

� �

�

 

 :התמרת לפלס הפוכה .2

( ){ }11At
e L sI A

−−= − 

  :Aלכסו� המטריצה  .3

1Aולכ� המטריצה , A המורכבת מהוקטורי� העצמיי� של Tתהי מטריצה  T AT−=ואז ,  היא אלכסונית 
1At At

e Te T
−= 

 .המילטו�)שימוש במשפט קיילי .4

 .יכ לא שימוש"בד. בעזרת טור, פ ההגדרה"ע .5
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  אסימפטוטית יציבות
  

  :הגדרה
יציאת , מערכת תקרא יציבה אסימפטוטית א� עבור כל אוס# של תנאי התחלה אפשריי� וכניסה זהותית אפס

)המערכת  )y tכלומר ,  דועכת( )lim 0
t

y t
→∞

=.  

  
  :הערות

כאשר הכניסה , משו� שאנו בוחני� את כל סוגי תנאי ההתחלה, ZIRלתגובת מיוחסת יציבות אסימפטוטית  .1
  .למערכת היא אפס

משו� שיציבות אסימפטוטית מיוחסת לתגובת , לצמצ� קטבי� ואפסי� בפונקצית התמסורתלא יש לשי� לב  .2
ZIR , ת התמסורת באופ� אפקטיביולכ� אי� בעצ� גורמי� במונה פונקצי, 0כלומר כניסת המערכת היא .

 החלק בו מופיע מוצא –ניתוח היציבות מתבצעת עבור החלק השמאלי בלבד של משוואת המערכת , כלומר
 .המערכת

itמורכבת מצירו# הפתרונות ) ZIR(התגובה לכניסה אפס , בזמ� רצי# .3

i
e
λαΣ או פתרונות מהצורה tk iet

λ 

 .1)במקרה של שורשי� מריבוי גדול מ

nמורכבת מצירו# הפתרונות ) ZIR(התגובה לכניסה אפס  ,בזמ� בדיד .4

i i
α λΣ או פתרונות מהצורה 

n

i

k
n λ 

  .1)במקרה של שורשי� מריבוי גדול מ
  

  זמ� רצי#יציבות אסימפטוטית ב
  

לפני ביצוע , או שורשי המכנה בפונקצית התמסורת, ולינו� האופיינישורשי הפ(א� כל הערכי� העצמיי�  .1
 .של המערכת יהיו בחצי השמאלי הפתוח של המישור) צמצומי�

)שורשי המכנה של איברי המטריצה  ,במרחב המצבא�  .2 ) 1−− AsIאי� בחצי השמאלי הפתוח של המישור נמצ. 

יהיו בחצי  A המטריצה ע של"שכל העדרישה שקולה היא לכ� , Aהמטריצהע של "העאלו ה� שורשי� 
  .s השמאלי של מישור

  
  

  זמ� בדידיציבות אסימפטוטית ב
  

 .פונקצית התמסורת קטבי ה�ע אלה "ע. יהיו בתו- מעגל היחידה  של המערכתכל הערכי� העצמיי�א�  .1

)מתמירי� את המכנה של  .2 )H z למישור s , העתקת מביוס מהצורהי "ע: 
1 1

1 1

z s
s z

z s

− +
= ⇒ =

+ −
 . 

)� של כלומר הקטבי, הורביציא� המונה של תוצאת ההצבה הוא פולינו�  BIBOהמערכת יציבה  )H z   

1zמקיימי�  <. 

)שורשי המכנה של איברי המטריצה , במרחב המצבא�  .3 ) 1−− AzIנמצאי� בתו- מעגל היחידה . 

)א�  .4 )lim
z

H z
→∞

< ∞ 
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 )BIBO) Bounded Input � Bounded Output יציבות
  

  :הגדרה
  .היציאה חסומה, ותנאי התחלה אפס, עבור כל כניסה חסומה�  אBIBOתקרא יציבה מערכת 

  
  :ותהער

כאשר תנאי , משו� שאנו בוחני� את כל סוגי הכניסה למערכת, ZSRמיוחסת לתגובת  BIBOיציבות  .1
  .ההתחלה ה� אפס

 .ל על המערכת לאחר צמצומי� אפשריי� בפונקצית התמסורתיש להסתכ .2

 .BIBO מהווה בהכרח מערכת יציבה BIBOשרשור בטור של מערכות יציבות  .3
  

  בזמ� רצי# BIBO יציבות
  

 �"א� .1
1

( )h h t dt

∞

−∞

= < ∞∫. 

 : הבאי� התנאי�קונבולוציה מתקיימי� שנימערכת ב �"א� .2

  .לפונקצית התמסורת של המערכת דרגת המונה קטנה או שווה לדרגת המכנה .1

ωjsהציר  .2  :מ שזה יתקיי� חייב להתקיי�" וע התמסורתפונקצית מוכל בתחו� ההתכנסות של =

 ).על הקטבי� להיות בחצי המישור השמאלי בלבד)  ימני ROC ( סיבתיתא� המערכת   .א

 ).על הקטבי� להיות בחצי מישור הימני בלבד)  שמאלי ROC ( סיבתית)אנטיא� המערכת   .ב

 : הבאי�מתקיימי� שני התנאי�ר "י מד"או המוגדרת עסיבתית מערכת ב �"א� .3

 .לפונקצית התמסורת של המערכת דרגת המונה קטנה או שווה לדרגת המכנה .1

  .כל הקטבי� של המערכת נמצאי� בחצי מישור השמאלי הפתוח .2

 : התנאי� הבאי�שנימתקיימי�  בתיתסימערכת ב א� .4

 .לפונקצית התמסורת של המערכת דרגת המונה קטנה או שווה לדרגת המכנה .1

                                                                                                                                        .המערכת יציבה אסימפטוטית .2

) מתקיי�, )מערכת גרעי� ( שאינה בהכרח קבועה בזמ�אריתילינעבור מערכת  �"א� .5 ),
t

Sup K t s ds

∞

∈ −∞

< ∞∫
�

 ,  

)כאשר  ),K t sהיא פונקצית הגרעי� של המערכת . 

 . נמצאי� בחצי השמאלי הפתוח של המישורפונקצית התמסורתקטבי  ,במרחב המצב �"א� .6

 . המערכת יציבה אסימפטוטית,במרחב המצב א� .7
  

   בזמ� בדידBIBOיציבות 
  

] �"א� .1 ] [ ]
1

n

h n h n
∞

=−∞

= < :  ז מתקיי�וא ,∑∞
1

y h x
∞ ∞
< 

)תחו� ההתכנסות של  קונבולוציהמערכת  ב�"א� .2 )H zכולל את מעגל היחידה . 

כל הקטבי� של המערכת נמצאי� בתו- מעגל  ,י משוואת הפרשי�"או המוגדרת עבמערכת סיבתית  �"א� .3
  .היחידה

 מחו+  כל הקטבי� של המערכת נמצאי�,י משוואת הפרשי�"� במערכת אנטי סיבתית או המוגדרת ע"א� .4
  .למעגל היחידה

] ):תנאי מספיק א- לא הכרחי (א� .5 ],
n k

Sup K n k
∞

∈ =−∞

< ∞∑
Z

 

 . ויציבה אסימפטוטיתמערכת סיבתיתהא�  .6

)קטבי הפולינו�  , במרחב המצב�"א� .7 ) ( ) 1
H z C zI A B D

−

+ = −  . נמצאי� בתו- מעגל היחידה+

 .המערכת יציבה אסימפטוטית, א� במרחב המצב .8
  

מכיוו� שבזמ� , זמ� רצי#לדרישה הזו בבניגוד , - שדרגת המונה תהיה קטנה מדרגת המכנהכא� אי� דרישה לכ: הערה
  .) בזמ� רצי#BIBOפעולת הגזירה היא זו שגורמת לחוסר יציבות (אלא הזזה בזמ� ,  אינה גזירהzהכפלה ב , בדיד
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  תכ� מסנ� מעביר נמוכי�
  

  ):Ideal Low Pass Filter( במסנ� מעביר נמוכי� אידיאלי טית נביראש
  

  
  

  .Butterworthשנקרא ג� מסנ� , וכעת נביט במסנ� מעביר נמוכי� שאינו בהכרח אידיאלי

  
  

  מקיימת N מסדר Butterworthתגובת התדר של מסנ� , בצורה כללית

( )
2

2

0

1

1

N
H ω

ω
ω

=
 

+  
 

  

  :ובעלת התכונות הבאות

)אשר מקיימת , גודלה היא פונקציה מונוטונית יורדת .1 )0 1H =  

) מתקיי� 0ωבתדר  .2 ) [ ]0

1
3

2
H dBω = = 

40השיפוע האסימפטוטי יהיה ,  להגברמת בודהבדיאגרא .3
dB

N
dec

 −   
0ω החל מ  ω=.  

  
  :מגדירי� את הפרמטרי� הבאי�, בתכנו� מסנני�

0:   התחו� בו אנו מעונייני� שהתדרי� יועברו ליציאת המערכת–תחו� ההעברה 
P

ω ω< <.  

: חו� המתוו- בי� התדרי� להעברה והתדרי� לסינו� הת–תחו� המעבר 
P S

ω ω ω< <.  

: כלומר להנחית אות�,   התחו� בו התדרי� שאנו רוצי� לסנ�–תחו� הניחות 
S

ω ω>.  

  
  :בתחו� ההעברה,  המידה בה תגובת התדר מוסטת מהיותה אידיאלית–גליות 

( )
0
max 1

P

P H
ω ω

δ ω
< <

−�  

  :בתחו� הניחות,  המידה בה תגובת התדר מוסטת מהיותה אידיאלית– הניחות גור�

( )max
S

S H
ω ω

δ ω
>

�  

   בו מתקיי� 0ω התדר –תדר קיטעו� 

( ) [ ]0

1
: 3

2
H dBω ω ω∀ > < =  

  
  :גור� ההבחנה

( )H ω

ω

1

P
ω

S
ω0ω

P
δ

S
δ

1

2

( )ILP
H ω

ω

1

0ω
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  נספחי�
  

  כללי
  

  : מתקיי�t פעמי� בנקודה n הגזירות 1f ,2fעבור 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 2 1 2

0

n n
k n k

n
k

nd
f t f t f t f t

kdt

−

=

 
=  

 
∑  

  :זהויות

( )

( )

0

0

1

1 2

1 21 1

0 2 12

jk t

k k

j kT

k k

n

e t kT

e k
T T

n k

n k

ω

ω

δ
ω

π
δ ω

∞ ∞
−

=−∞ =−∞

∞ ∞
−

=−∞ =−∞

= −

 = − 
 

=+ − 
= 

= +

∑ ∑

∑ ∑  

  
  

  מטריצות
   כאשרA יקרא וקטור עצמי של מטריצה ריבועית vוקטור 

Av vλ=  

  . יקרא הער- העצמי של המטריצהλואז 
  

  : ריבועיתחישוב ערכי� עצמיי� של מטריצה
  כלומר את פתרונות המשוואה, ת השורשי� של הפולינו� האופיינינחשב א

0sI A− =  

n ריבועית בגודל חישוב וקטורי� עצמיי� של מטריצה n× ,לאחר מציאת הערכי� העצמיי� שלה:  
  נפתור את המשוואה, עבור על ער- עצמי

Ax xλ=  

כפי , 0 המערכת הוא תכי הרי דטרמיננט( משוואות שיהיו תלויות ליניארית nנקבל . ×1nבגודל  וקטור xר כאש

  .ור אחדונוכל לבח, הפתרו� יהיה משפחה אינסופית של וקטורי� עצמיי�). שדרשנו למציאת הערכי� העצמיי�
  

  והמטריצה, A תקרא המטריצה המלכסנת של A שעמודותיה ה� הוקטורי� העצמיי� של Tהמטריצה 
1A T AT−=  

  .היא אלכסונית
  

2הפיכת מטריצה בגודל  2×:  

1 1a b d b
A A

c d c aA

− −   
= ⇒ =   −   
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  פירוק לשברי� חלקיי�
  

  

:                                                       rמסדר ) ממשי(קוטב מרובה 
r

r

ps

c

ps

c

ps

c
sQsH

)(
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)(
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21

−
++

−
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−
+=  

rccמציאת המקדמי�  ,...,1:  
  .ביצוע מכנה משות# לאג# ימי� והשוואת מקדמי החזקות בשני הצדדי� )1שיטה 

                                                                              )2שיטה 
{ }

( )( )

1
( ) ( ) ; 1,..., 1

( )!

r

r s p

r m
r

m r m

s p

c H s s p

d
c s p H s m r

r m ds

=

−

−
=

= −

= − = −
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:                                                              י התמרה הפוכה"ואז ע
( )

( )
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1

,

,

1

1 !

1

!

i

i

p tr

r
p tri
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Left ROC

t e u t
r

L
s p

t e u t
r

−


    

=  
−    − −



 

  !!!)לא לשכוח את המקדמי� (
  :תוצאה

( )( )

( )( )

1

1 1

s s s

s a s b a b s a s b

k k

s a s b a b s a s b

 = − − − − − − 

 = − − − − − − 
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  Routh Hurwitzמתודת 
  

לצור- קביעה הא� כל שורשיו בעלי (שקשה לחשב את שורשיו במפורש , לעיתי� נעמוד בפני פולינו� ממעלה גבוהה

 מתודה זו בודקת הא� כל שורשיו של ) Routh-Hurwitzבמצב זה נית� להיעזר במתודת ). חלק ממשי שלילי ממש
  .פולינו� מסדר כלשהו ה� בעלי חלק ממשי שלילי ממש

  
  :נית� לבדוק במהירות פולינו� ריבועי, לפני הפעלה האלגורית� שלהל�

  . ממש מקדמי הפולינו� חיוביי�שלושת� "שני השורשי� של פולינו� ריבועי ה� בעלי חלק ממשי שלילי ממש א�
  
  

  :Routh-Hurwitzמתודת 

)נרמול הפולינו� לצורה  .1 )
0

N
N n

n

n

P x a x
−

=

0כאשר , ∑= 0a   ).מקד� החזקה הגבוהה ביותר חיובי ממש (<

 .אחרת הפולינו� אינו הורוביצי, א� כל מקדמי הפולינו� חיוביי� נמשי- .2

1Nהכולל , Routhאת מער-  הננב  .3  :י האלגורית� הבא"ע,  שורות+

 Nעבור . בסדר מלמעלה למעטה ומשמאל לימי�, שתי השורות העליונות יכללו את מקדמי הפולינו�  .א
 .תחתו�)  בתא הימיני0יש לרשו� , זוגי

  :7עבור פולינו� מדרגה , כל תא שמתחת לשתי שורות אלו יחושב הדוגמה הבאה  .ב
  

6a  4a  2a  0 0a >  7  

7a  5a  3a  1a  6  

4 0b =  
1 6 0 7

3

1

a a a a
b

a

−
=  1 4 0 5

2

1

a a a a
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a

−
=  1 2 0 3

1

1

a a a a
b

a

−
=  5  

4 0c =  
1 7 1 4

3

1

b a a b
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b

−
=  1 5 1 3
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1

b a a b
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b

−
=  1 3 1 2

1

1

b a a b
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b

−
=  4 

  3 0d =  
1 3 1 3

2

1

c b b c
d

c

−
=  1 2 1 2

1

1

c b b c
d

c

−
=  3 

  3 0e =  
1 3 1 3

2

1

d c c d
e

d

−
=  1 2 1 2

1

1

d c c d
e

d

−
=  2 

    2 0f =  1 2 1 2
1

1

e d d e
f

e

−
=  1 

    2 0g =  1 2 1 2
1

1

f e e f
g

f

−
=  0 

� כל האיברי� בעמודה השמאלית "כל שורשיו של הפולינו� המדובר הינ� בעלי חלק ממשי שלילי ממש א� .4
 .ביותר חיוביי� ממש

  .שווה למספר השורשי� בחלק הימני של המישורהשמאלית ביותר ימ� בעמודה מספר חילופי הס, בנוס# .5
  

  .פולינו� שכל שורשיו נמצאי� בחלק השמאלי של המישור הקרא פולינו� הורוביצי
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  רכיבי� במעגל
  :כ בשימוש במערכות בזמ� בדיד"בד). Delay( יחידה המכניסה השהייה – משהה

  
  

  :לדוגמה בזמ� בדיד. α מכפיל את האות הנכנס בקבוע –מכפל 

  
  

  :מכפל אותות בזמ�

  
  

  :מחסר אותות בזמ�/מסכ�

  
  

  טורי טיילור
  

  :הגדרת טור טיילור

)א�  )g x 0 גזירה אינסו# פעמי� בx ,נית� להגדיר טור חזקות  

( ) ( )
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0
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0 !
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g x
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∞

=

−∑  
  :טורי טיילור ידועי�
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x
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∞
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−

( )x t ( ) ( )x t y t⋅
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  י משוואה דיפרנציאלית"ייצוג מערכת חשמלית ע
  

  :Nצורה כללית של משוואה דיפרנציאלית רגילה מסדר 

( ) ( )
0 0

n mN M

n mn m
n m

d y t d x t
a b

dt dt= =

=∑ ∑  

  

) פונקציה �  בהינת:משפט הקיו� והיחידות )y tעלת וב,  המקיימת את המשוואה הדיפרנציאליתM נגזרות עבור 

0t t≥ וכ� תנאי התחלה ( ) ( ) ( ){ }(1) ( 1)

0 0 0, ,..., Ny t y t y t− , 0בזמ�t ,פתרו� זה קיי� יחיד.  

  
   ): הפתרו�תליניאריו(טענה 

   ותנאי התחלה1xר עבור כניסה " פותר את המד1yא� 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 0 1 0 1 0, ,...,
N

y t y t y t
−′  

   ותנאי התחלה2xר עבור כניסה " פותר את המד2yוכ� 

( ) ( ) ( ) ( )1

2 0 2 0 2 0, ,...,
N

y t y t y t
−′  

1אזי 2y yα β+1ר עבור כניסה " פותרי� את המד 2x xα β+ ותנאי התחלה   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0, ,...,
N N

y t y t y t y t y t y tα β α β α β− −′ ′+ + +  

  
   :הגדרות

)ר הוא פתרו� משוואה כאשר " של המדפתרו� הומוגני .6 ) 0x t ≡.  

 )נסמ� ב,  פרמטרי� חופשיי�N הוא פתרו� הומוגני בעל הפתרו� ההומוגני הכללי .7
h

y. 

, ללא התחשבות בתנאי ההתחלה, xוואה עבור אות הכניסה הנתו� ר הוא פתרו� המש" של המדפתרו� פרטי .8

 )נסמ� ב
p

y. 

0xהוא פתרו� המשוואה כאשר  : )Zero Input Response(פס פתרו� בכניסה א .9 ה נתוני� "     עבור ת≡

( ) ( ) ( ){ }(1) ( 1)

0 0 0, ,..., Ny t y t y t− ,נסמ� ב( 
ZIR

y. 

  : )Zero State Response(  אפספתרו� בתנאי התחלה .10
  ועבור תנאי התחלה השווי� , x אות הכניסה הנתו�      אפס הוא פתרו� המשוואה עבור 

)לאפס ) ( ) ( )(1) ( 1)

0 0 0... 0N
y t y t y t

−= = =  )נסמ� ב , =
ZSR

y. 

) ואז  D" אופרטור"סמ� נגזרת בעזרת נ .11 ) ( ) ( ) ( )
k

k k

k

d
f t f t D f t

dt
� : ר נית� לרשו� בצורה"את המד,   �

( ) ( )
0 0

N M
n m

n m

n m

a D y t b D x t
= =

=∑  Dר מתקבל מהחלפת "אזי הפולינו� האופייני של החלק ההומוגני של המד.  ∑

כלומר , λבפרמטר 
0

N
n

n

n

a λ
=
 . כ- שהביטוי שווה לאפסλא ה� ערכי "שורשי הפ, ∑

  
   : ר"פתרו� מד

נמצא פתרו� פרטי  .1
p

y.  

נחשב את הפתרו� ההומוגני הכללי  .2
h

y. 

נחשב את ערכי הפרמטרי� החופשיי� של  .3
p h

y y+כ- שיתאימו לתנאי ההתחלה . 

  
  :הערות

1ה שוני� אזי "ר עבור כניסה זהה ות" פותרי� את המד2y ) ו1yא� . א 2y y−הוא פתרו� הומו '.  

. ב
ZSR

y ( הינו פתרו� פרטי )ה אפס"עבור ת.(  

. ג
ZIR

y  ( הינו פתרו� הומוגני )א- לא הפתרו� ההומוגני הכללי.(  

. ד
ZIR ZSR

y y y=   .ר" הוא פתרו� למד+

  
  :ר ליניארית ע� מקדמי� קבועי�" עבור מדגניופתרו	 הוממציאת 

,...,1 )נסמ� ב N
λ λ תרו� ההומוגני הכלליאזי הפ, ר"את השורשי� של הפולינו� האופייני של המד:  
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( ) ( )
1

N

h i i

i

y t A f t
=

=∑  

)כאשר  )if t פתרונות( ה� פונקציות עצמיות של המשוואה ההומוגנית(  

עבור 
i
λ מריבוי יחיד ( ) it

if t e
λ=  

ועבור 
i
λ 1 מריבויk 1 כלומר, + ...

i i i k
λ λ λ+ += = ) מתקיי�  = )0 , itj

i jj k f t t e
λ

+≤ ≤ =  

  
  :ר ליניארית ע� מקדמי� קבועי�" עבור מדפתרו	 פרטימציאת 

: ר שלנו נרשו� כ-"עבור המד

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

n mN M N M
n m

n m n m pn m
n m n m

d y t d x t
a b a D y t b D x t Q D y t P D x t

dt dt= = = =

= ⇒ = ⇒ =∑ ∑ ∑ ∑  

)כעת ננחש כי הפתרו� הפרטי שלנו הוא פולינו� מהצורה  )
0

R
n

p n

n

y t tβ
=

Rדרגתו  (∑= N M= −(  

י השוואת מקדמי� נמצא את כל "בשני האגפי� וע) חישובי הפולינומי�(וכעת כל שנותר לעשות הוא לבצע את הגזירות 

n
βוכ- נקבל את הפתרו�.  

  
  :ר עבור אות כניסה אקספוננציאלי"פתרו� פרטי של מד

tאות הכניסה הוא 
e
α אזי ( ) t

py t e
αβ=  .   נציב את הפתרו� למשוואה  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t

pQ D y t P D x t Q D e P D e Q e
α α αβ β α= ⇒ = ⇒ ( ) ( )t

P D e
α=  

:  מתקיי�כלומר קיבלנו כי
( )
( )

( ) ( ) ( ) t

p

P
H y t H e

Q

αα
β α α

α
= = ⇒ =  

):                    הפתרו	 הכלליולכ�  ) ( )
1

k

N
t t

k

k

y t c e H e
λ αα

=

= +∑  

t)משמעות הדבר היא ש: הערה •
e
αע " הוא פונקציה עצמית ע� ע( )H α (פונקצית התמסורת . 

  
  : ר עבור אות כניסה הרמוני"פתרו� פרטי של מד

)מהצורהנניח אות כניסה  ) ( )cosx t tα= .תי אקספוננטי� ולהשתמש בליניאריו"נית� להציגו ע :  

( ) ( ) ( )1
cos

2

j t j t
x t t e e

α αα −= =   : הדוגמה הקודמת צורת הפתרו� הפרטי הינהי" לכ� עפ+

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
( )

1
Re Re

2

j t j t j t j t

p

P j
y t H j e H j e H j e e

Q j

α α α αα
α α α

α
−

   = + − = =   
  

  

  


