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  חזרה על הסתברות
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  :משתני� אקראיי� רציפי� מוכרי�

  פונקצית צפיפות  סימו�  כינוי
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  משתני� אקראיי�
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  :תוחלת של פונקציה של משתנה: הרחבת המושג
)עבור משתנה אקראי בדיד ופונקציה  )f x:  
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  וקטור אקראי
  ראי וקטור אק–הגדרה 
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 וקטור אקראי גאוסי

Xעבור וקטור אקראי גאוסי כללי 
�
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  משתני� אקראיי� ווקטורי� אקראיי�
   בסיסיותהגדרות

  ):כלומר אחד מה� או שניה� אולי סקלר, נווני�אולי מ(בי� שני וקטורי� , ההגדרה הכללית של קווריאנס

( ) ( )( )cov ,
T

X Y E X EX Y EY − −  �  
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Y X Y X Y X

Y XY EY

Y EY Y X
Y X E Y EY X EX E X EX

Y EY Y X

  − − = − − − −     
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  −     −       − − = − =           −    
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 − −       =      − −  

� �
�

 

  
X,בי� שני משתני� אקראיי� ) מקד� מתא�(מקד� קורלציה  Y:  

( )
,

cov ,
, 1

var var
X Y

X Y

X Y
ρ ρ ≤�  

  

)מטריצת המומנטי� מסדר שני של וקטור אקראי  )1 2, ,...,
T

nX X X X=:  

( )

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

2
1 1 2 11

2
2 2 1 2 2

1 2

2
1

n

nT

n

n
n n

E X E X X E X XX

X E X X E X E X X
E X X E X X X

X E X X E X

                            ⋅ = =                            

�

�
�

� � � � �

� �
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)של וקטור אקראי  XΛמטריצת הקווריאנס  )1 2, ,...,
T

nX X X X=:  

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1

2 2

1 1 2 2

2

1 1 1 1 2 2 1 1

2

2 2 1 1 2 2

1 1

cov , var
T

n n

n n

n n

n n n n

X X X E X EX X EX

X EX

X EX
E X EX X EX X EX

X EX

X EX X EX X EX X EX X EX

X EX X EX X EX
E

X EX X EX X EX

 = − −  
  −     −     = ⋅ − − −        −    

− − − − −

− − −
=

− − −

�

�
�

�

� �

� � � �

� �

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

2

2

1 1 1 1 2 2 1 1

2

2 2 1 1 2 2

2

1 1

n n

n n n n

E X EX E X EX X EX E X EX X EX

E X EX X EX E X EX

E X EX X EX E X EX

                         
      − − − − −            − − −     =     − − −     

�

� �

� � � �

� �

( ) ( )

( )

( )

1 1 2

2 1 2

1

var cov , cov ,

cov , var

cov , var

n n

n n

X X X X X

X X X

X X X



       =         

�

� �

� � � �

� �

  
  אי תלות סטטיסטית –הגדרה 

X,משתני� אקראיי�  Yיימי�� אחד מהתנאי� הבאי� מתק"א�) בלתי תלויי� סטטיסטית(ס "יקראו בת:  

α,לכל  .1 β מתקיי� , ( , ) ( ) ( )X Y X YF F Fα β α β= ⋅;  

A,לכל  .2 B ∈ } מתקיי� � } { } { },X AY B X A Y B∈ ∈ = ∈ ⋅ ∈P P P; 

f,לכל שתי פונקציות  .3 g מתקיי� ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]E f X g Y E f X Eg Y⋅ = ⋅. 

  
  אי תלות ליניארית –הגדרה 

X, אקראיי� משתני� Yכאשראו חסרי קורלציה , )בלתי תלויי� ליניארית(ל "יקראו בת:  

( )cov , 0X Y EXY EXEY= − =  

,כלומר , ג� מקד� הקורלציה יתאפס, במקרה זה 0X Yρ =.  

  
  הסתברות מותנית –הגדרה 

}כאשר , B במאורע A של מאורע הסתברות מותנית } 0B ≠P:  

{ } { }
{ }

|
A B

A B
B

∩
�
P

P
P
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  )Bayes(נוסחת בייס 

{ } { } { }
{ }

| |
A

A B B A
B

=
P

P P
P

  

  

X Y  נוסחת בייס המתאימה  

) רצי( רצי( )
( )

( )
( )| || |X

XY Y X

Y

f x
f x y f y x

f y
= 

} בדיד בדיד } { }
{ }

{ }| |
X x

X x Y y Y y X x
Y y

=
= = = = =

=
P

P P
P

 

} רצי( בדיד }
( )
( )

{ }| |
|

Y X

Y

f y x
X x Y y X x

f y
= = = =P P 

  
   התפלגות מותנית–הגדרה 

  :Y בהנת� משתנה אקראי Xההתפלגות המותנית של משתנה אקראי
  :בדיד Yעבור 

( ) { } { }
{ }|

,
| |XY

X x Y y
F x y X x Y y

Y y

≤ =
≤ = =

=
�

P
P

P
  

  : רצי(Yעבור 

( ) { } { }
{ }|

0 0

,
| lim | limXY

X x y Y y
F x y X x y Y y

y Y yε ε

ε
ε

ε+ +→ →

≤ ≤ ≤ +
≤ ≤ ≤ + =

≤ ≤ +
�

P
P

P
  

  
   צפיפות מותנית– הגדרה

)א� קיימת פונקציה  )| |Y X

F
f y x

y

∂
=
∂

   כ& ש

( ) ( )| || |
y

Y X Y XF y x f x dθ θ

−∞

= ∫  

) -אומרי� ש )| |Y Xf y xותנית של  הינה הצפיפות המY  בהינת�X.  

)הפונקציה, כמו כ� )| |Y Xf y x את חוק בייס  מקיימת:  

( )
( )
( )

,

|

,
| X Y

Y X

X

f x y
f y x

f x
=  

  תוחלת מותנית –הגדרה 

)א� קיי� פילוג סגולי מותנה  )| |Y Xf y xלהגדרת התוחלת באופ� דומה  אזי:  

[ ] ( )|| |Y XE Y X x yf y x dy

∞

−∞

= ∫�  

   פונקצית האינדיקטור–הגדרה 
   נגדירAעבור המאורע 

{ }

{ }

1,
1

0, 1
A

A

A

 −
�

P

P
  

]ואז  ] { }1AE A= P  
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  טענות

]מתקיי� , Xא "ולכל מAלכל מאורע  .1 ] { }1 | |AE X P A X= 

Yא�  .2 c=) c אז )) לא אקראי( קבוע דטרמיניסטי[ ] [ ] [ ]| , |E Y X c E X Y E X= =.  

a,א� : לינאריות .3 b דטרמיניסטי� אזי [ ] [ ] [ ]| | |E aY bZ X aE Y X bE Z X+ = +. 

Y, א� .4 Zא המקיימי� " מY Z≥ אזי [ ] [ ]| |E Y X E Z Xβ β= ≥ =. 

5. ( )[ ] ( )|E h X X h X=. 

g,א�  .6 h  פונקציות כלשה� אזי( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ], | , |E g X h X Y X g X E h X Y X=. 

X,א�  .7 Yס אזי "א בת"מ[ ] [ ]|E Y X E Y=. 

] :משפט ההחלקה .8 ] [ ]|E Y E E Y X =  . 

]:  המוכללמשפט ההחלקה .9 ] [ ]| ,E X Y E E X Y Z Y =    

10. ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ), , | ,E g X h X Y E E g X h X Y X E g X E h X Y X    = =       

}א�   .11 }
1

n

i i
X

=
 אזי, iidא " מ

1

|
n

i i

i

s
E X X s

n=

 
 = =
  

∑  

  
 אישתנה אקרטרנספורמציה של מ

)א ע� פונקצית צפיפות" מXיהי  )
Xf x  ופונקציה( )g t .א� ( )Y g X=אזי   

( )
( )

( )
( )( ) 1: '

X
Y

x g x y x g y

f x
f y

g x −= =

= ∑  

) המקיימי� xכאשר הסכימה היא על כל  )g x y=.  
  

  טרנספורמציה של וקטור אקראי

)יהי וקטור אקראי  ),X Yותהי הטרנספורמציה   

( ) ( ) ( )( ), , , ,w z h x y g x y= 

  : מתקיי�יאז

  ( )
( )

( )
( )

,

,
,( , )

( , ): ,( , )

,
, X Y

ZW
x s z wz g x y

x y y t z ww h x y

f x y
f z w

J = = ==

= ∑  

  כאשר

)קיימת הטרנספורמציה ההפוכה  .1 ) ( ) ( )( ), , , ,x y s z w t z w=. 

): היעקוביא� הוא .2 ),
W

Z Z

X Y
J x y

W

X Y

∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂
∂ ∂

�  

  
  )פונקציה יוצרת מומנטי� ( של משתנה אקראי פונקציה אופיינית–הגדרה 

  אזי הפונקציה האופיינית שלו היא, Xיהי משתנה אקראי 

( ) ( )jXt jxt

X Xt E e e f x dxϕ

∞

−∞

  =  ∫�  

1jכאשר  −�.  

)נה אלא התמרת פורייה של פונקצית הצפיפות נשי� לב שהפונקציה האופיינית אי )
Xf x.  

  פונקציה אופיינית  משתנה אקראי

( )~X Pois λ  ( ) ( )1 jte

X t e
λ

ϕ
− −=  

( )2~ ,X N µ σ  ( )
2 21

2
j t

X t e
µ σ

ϕ
−

=  
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  א"העתקות לינאריות של ו
  :הבאהנביט במערכת הפשוטה 

  
  

  התכונות המתקבלות של אות המוצא
  כניסה  יציאה  תכונה

EY  תוחלת AEX b= + EX 

T  שונות

Y XA AΛ = Λ XΛ 

)  מומנט שני ) ( )T T T T T T TE YY AE XX A A EX b b EX A bb   = + + +    TE XX   

)  פונקציה אופיינית )0 ( ) T

Y Xb Aϕ ν ϕ ν= ⇒ = ( )Xϕ ν 

  
  טענות

0Tx מתקיי� xשלילית מוגדרת א� לכל -  תקרא איCמטריצה סימטרית  .1 Cx ≥.  

0Cלמטריצה  .2 TC: ע לפי" יש פירוק לע≤ U U= Λ , כאשרΛע האלכסונית ו " מטריצת העU המטריצה 

1המקיימת , היוניטרית המלכסת TU U− =.  

  
  )De-correlation (הלבנה

X כ& שאברי Aנחפש מטריצה דטרמיניסטית . YΛ בעל מטריצת קווריאנס Yיהי וקטור אקראי  AY= יהיו 

X תקיי� Xכלומר מטריצת הקווריאנס של , חסרי קורלציה IΛ =.  

  הפתרו� המתקבל הוא
1

2 TA U
−

= Λ  

  .YΛ המטריצה היוניטרית המלכסנת את Uכאשר 

X Y AX b= + Σ
 

A 

b 
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  וקטורי� אקראיי� גאוסיי�
  

  .א גאוסי�"כמה תוצאות מעניינות עבור מ, ראשית

)א�  )2~ 0,X N σ אזי  

[ ]
( ) !!, 21 3 ... 1 , 2

0, 2 10, 2 1

nn

n
n n kn n k

E X
n kn k

σσ  ⋅ =⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − =  = =   = += +  
  

  

)א�  )2~ ,X N µ σאזי   

( )24 23EX EX=  

, משתני� גאוסי� 4עבור  , ,X Y Z W 0 בעלי תוחלת:  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]E XYZW E XY E ZW E XZ E YW E XW E YZ= + +  

  
  ) ג"וא(וקטור אקראי גאוסי  –הגדרה 

)אקראי וקטור  )1 2, ,...,
T

nX X X X= שהפונקציה האופיינית שלו היא מהצורה  

( )
1

2
T Tj

X e
µ ν ν ν

ϕ ν
− Λ

=  

,1כאשר , ייקרא וקטור אקראי גאוסי varn n nEX Xµ × ×= Λ =.  

1נאמר כי  2, ,..., nX X X)ה� גאוסי� במשות .  
  

n לא סינגולרית ממימד Λא�  n×אז   

( )
( )

( ) ( ){ }11 1
exp

22

T

X
n

f x x xµ µ
π

−= − − Λ −
Λ

  

  :נסמ� את הוקטור האקראי הגאוסי כ&

( )~ ,X N µ Λ  

  טענות

)א "ו .1 )1 2, ,...,
T

nX X X X=כל צירו( של איבריו הוא משתנה אקראי גאוסי"ג אמ" הוא וא �. 

 .ג הוא משתנה אקראי גאוסי"כל צירו( ליניארי של רכיבי וא .2

א�  .3
1

2

X
Y

X

  =    
 . הוא בעצמו גאוסי2X בהינת� 1Xאזי חוק הפילוג המותנה של , ג" וא

Yג אזי ג� " ואXא� כלומר . ג"ג הוא ג� וא"כל צירו( ליניארי של וא .4 AX b= A, כאשר, ג" וא+ b 

 .דטרמיניסטי�

  .ל בזוגות"ג שרכיביו בת" ואX -ניח שנ .5

:לפיכ& מתקיי�   ( , ) 0n kn k Cov X X∀ ≠   ונקבל.  תהיה אלכסוניתΛ ולכ� המטריצה =

{ }

2

1 1 1 1 1

2

1 1

1 1
( ) exp exp

2 2

1
exp ( )

2 n

N N N N N

X n n n nk k n n n nn

n n k n n

N N

n n n nn X n

n n

j m j m

jm

ϕ ν ν ν λ ν ν ν λ

ν ν λ ϕ ν

= = = = =

= =

         = − = − =            

= − =

∑ ∑∑ ∑ ∑

∏ ∏
  

 .אי תלות לינארית שקולה לאי תלות סטטיסטית, וסי� במשות(עבור משתני� גא: מסקנה

Y -ג ו" ואXא�  .6 AX=י העתקה לינארית " נית� לקבל עZ DY= , הלבנה (ת"ג שרכיביו ב"וא( .

t,  כלומרYΛנת של  היא מטריצה מלכסD המטריצה

z YD DΛ = Λאלכסונית . 

X,א�  .7 Y)אזי ,  גאוסי� במשות( )|Var X Y c= ,כלומר קבוע. 

 ס"צירו( ליניארי של משתני� אקראיי� גאוסיי� הינה משתנה אקראי גאוסי רק כאשר המשתני� בת .8

ס ה� "א גאוסי� בת" מn,  כלומר.ג"אזי זהו וא, ס"א גאוסי� וה� בת"א הינ� כול� מ" רכיביו של וא� .9
  .ס"א גאוסי� במשות( איני� חייבי� להיות בת"נזכיר כי מ. גאוסי� במשות(
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  שערו&
   אופטימלישערו&

)וקטור אקראי אלו בתוצאות ונשי�  מדידות אקראיות n נבצע.  משתנה אקראיYיהי  )1 2, ,...,
T

nX X X X=.   

  .Y את שער&נ ממדידות אלו

)א� משער& כללי כלשהו הוא  )Xϕ ,אזי שגיאת השערו& היא  

( )Y Xε ϕ= −  

  גיאה הריבועית הממוצעת היאוהש

( )( )22E E Y Xε ϕ   = −      

  .הריבועית הממוצעתלמינימו� את השגיאה אנו נחפש משער& אופטימלי כזה שיביא 

ˆ או Ŷנסמ� אותו , מסתבר שלא מסוב& למצוא משער& כזה
optY ,י הביטוי"והוא נתו� ע:  

[ ]ˆ ˆ |optY Y E Y X= =  

  ליניארישערו& 
אנו עדיי� מעונייני� לשער&  (ולכ� אנו מסתפקי� בחישוב משער& ליניארי, כ קשה לחשב את המשער& האופטימלי"בד

) מדידות הנמצאות בוקטור האקראיn מתו& Yאת המשתנה האקראי  )1 2, ,...,
T

nX X X X=( . המער& הליניארי

)כלומר מהצורה , האופטימלי הוא המשער& הליניארי )
1

n
lin

opt i i

i

X X bϕ α
=

=  המביא למינימו� את שגיאת ∑+

  השערו& הריבועית

( )( )22 lin

optE E Y Xε ϕ   = −    
  

  :י"המשער& הליניארי האופטימלי נתו� ע

( ) ( )1

1 1
ˆ cov ,lin

opt Xn n
Y EY Y X X EX−

× ×= + ⋅ Λ ⋅ −  

  כאשר

( ) ( ) ( )( )1
1

cov , cov , cov , n
n

Y X Y X Y X
×

= � �  

  : היאXומטריצת הקווריאנס של וקטור 

( )

1 1 2 1

2 1 2

1

2
, ,

2
,

2
,

var

n

n n

X X X X X

X X X

X

X X X
n n

X

σ σ σ

σ σ

σ σ
×

       Λ =         

�

� �
�

� � � �

� �

  

אזי ישנה תלות בי� המדידות ולכ� נית� לשער& ללא המדידות התלויות ,  סינגולריתXΛא� מתקבלת מטריצה 

  .במדידות אחרות
  

   הינו X בהינת� המשתנה האקראי Y המשער& האופטימלי של המשתנה האקראי,נזכיר כי במקרה הסקלרי

[ ]ˆ |optY E Y X=  

  :י הנוסחה הפשוטה" נתו� עהמשער& הלינארי האופטימליו

( )
( )

cov ,ˆ
var

lin

opt

Y X
Y EY X EX

X
= + −  

  גאוסירה הקהמ
 בנושא השערו& אנו מגלי� כי המשער& הליניארי האופטימלי שווה. י� אקראיי� גאוסי�אנו מאוד אוהבי� משתנ

 יית� את השיערו& Xא " בהינת� מYא"לכ� כל הטיפול הקוד� בשיערו& ליניארי של מ. למשער& האופטימלי

X,כאשר , X על סמ& Yהאופטימלי של  Y כלומר  (גאוסי� במשות�( ),X Yוקטור אקראי גאוסי .(  

)נקבל כי כאשר , n ממימד X בהנת� וקטור Yא "כלומר שערו& אופטימלי של מ, עבור המקרה הכללי יותר ),Y X 

   הואX על סמ& Yאזי המשער& האופימלי של , וקטור אקראי גאוסי

( ) ( )( ) ( )1

1 1
ˆ ˆ cov , varlin

opt opt n nn n
Y Y EY Y X X X EX

−

× ××
= = + ⋅ ⋅ −  
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  עיקרו� ההשלכה
ˆא� 

optYהוא המשער& האופטימלי של  Yהוקטור בהינת�  Xשגיאת השערו&  אזי ˆ
optY Yε  ניצבת לכל �−

  כלומר, פונקציה של המדידות

( ) ( ) ( )ˆ 0
opt

E g X E Y Y g Xε    = − =     
  

  .g לכל פונקציה חסומה

)כאשר בוחרי� (מעקרו� ההשלכה  ) ˆ
optg X Y=( ,נית� לקבל כי  

{ } ( ){ }2
2 2 2ˆ ˆmin min opt optMMSE E E Y Y EY EYε

  = = − = −    
  

  

linˆנוכל לומר כי א� , עבור המשער& הליניארי
optY &האופטימלי של הליניארי  הוא המשערY בהינת� הוקטור X אזי 

linˆשגיאת השערו& 
optY Yε   כלומר, של המדידותליניארית  ניצבת לכל פונקציה �−

( )[ ] ( ) ( )
1

ˆ ˆ 0
n

lin

lin opt i i

i

E g X E Y Y X bε α
=

   = − + =    
∑  

  

)א�  ),X Y)אזי ,  גאוסי� במשות|Z X Y=כלומר,  ג� גאוסי  

( )
( )2

22
| 2

1
,

2
XYf e

α µ

σα β
πσ

−
−

=  

  כאשר

[ ] ( )
( )

( )( )22

cov ,
|

var

cov ,
var 1

var var

X Y
E X Y EX Y EY

Y

X Y
X

X Y

µ

σ

= = + −

  = −    
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  תהליכי� אקראיי� בזמ� בדיד
  

   תהלי& אקראי בזמ� בדיד– הגדרה
]תהלי& אקראי בזמ� בדיד  ]X n , 1 2N n N≤   .א"של מ) סופית או אינסופית( הינו סדרה ≥

]: נסמ� ],X n ω  אוnX או ( )X n.  

  
  תוהגדר

0ω "גור� המזל" את המתקבלת כאשר מקפיאי�, n,  הזמ�פונקציה של .1 ω=ומקבלי�  [ ]0,X n ω , כלומר

  .מסתכלי� על ארוע מסוי� בכל ציר הזמ�

2. [ ]0,X n ω - 0 הער& של הפונקציה האקראית בנקודהω. 

3. [ ]0,X n ω -0  המשתנה האקראי בזמ�n.  

  
  חוק הפילוג של תהלי& אקראי –הגדרה 

דרות עבור סדרות זמני� סופיות המוגפונקציות הפילוג הינו אוס( כל חוק הפילוג של תהלי& אקראי 
1מהצורה 2, ,..., Nn n n:  

( ) [ ] [ ] [ ]{ }
1 2, ,..., 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,...,

Nn n n N N NF P X n X n X nα α α α α α= ≤ ≤ ≤  

} ולכל סדרה Nלכל }
1

N

i i
n

=
} ולכל סדרה  }

1

N

i i
α

=
 .  

  
   סטציונריות–הגדרה 

]תהלי&  ]X nקרא תהלי& סטציונרי א� לכל  נk שלמי� ולכל סדרה { }
1

N

i i
n

=
}ולכל סדרה   }

1

N

i i
α

=
   מתקיי�,

( ) ( )
1 2 1 2, ,..., 1 2 , ,..., 1 2, ,..., , ,...,

N Nn n n N n k n k n k NF Fα α α α α α+ + +=  

  הגדרות נוספות

 :תוחלת של תהלי& אקראי •

( ) [ ][ ]X n E X nµ � 

 :פונקצית האוטוקורלציה •

( ) [ ] [ ]1 2 1 2,XR n n E X n X n  � 

 :פונקצית הקווריאנס •

( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

,

,

X

X X X

K n n E X n EX n X n EX n

R n n n nµ µ

 − −  
= −

�
  

  
  תהליכי� אקראיי� שימושיי�

  רעש לב� בזמ� בדיד
]א "של מ סדרהרעש לב� הוא  ]X n שה� iid.  

  
  )הילו& אקראי(הילו& שיכור 
]א�  ]X nאזי הילו& אקראי מוגדר כלהל�,  הוא רעש לב�:  

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
1

0 0

1
n

i

Y

Y n Y n X n X i
=

 = = − + =
∑

  

  תהלי& אקראי גאוסי

]תהלי&  ]X n יקרא גאוסי א� לכל סדרת זמני� { }
1

k

i i
n

=
]הוקטור ,  ] [ ] [ ]( )1 2, ,... kX n X n X n הוא וקטור 

  .אקראי גאוסי
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   ארגודיות–הגדרה 
]יהי  ]X nלכל פונקציה חסומה א� . תהלי& סטציונריg 1 בk 0k משתני� ולכל +   : מתקיי�<

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )1
lim , 1 ,..., 0 , 1 ,...,

2 1

N

N
n N

g X n X n X n k E g X X X k
N→∞

=−

 + + =  + ∑  

]אז נאמר כי  ]X nהלי& ארגודי הוא ת.  

  . תהלי& ארגודיXא� הממוצע האמפירי מתכנס לתוחלת אז אומרי� ש , אינטאיטיבית
  : הוא ארגודי א� מתקיי�Xתהלי& סטציונרי , החד ממדיעבור המקרה 

[ ]( ) [ ]( )[ ]1
lim

2 1

N

N
n N

g X n E g X n
N→∞

=−

=
+ ∑  

  
]:דוגמאות לתהליכי� ארגודיי� ]X n c≡ ,[ ]X n &תהלי iid.  

]: דוגמא לתהלי& לא ארגודי ]X n Y= , כאשרYמשתנה אקראי כלשהו .  

 

  שרשראות מרקוב
  

  )שרשרת מרקוב( תהלי& מרקוב –הגדרה 

]הי י ]X nא� לכל .  תהלי& אקראיn k>  ו{ }1, , ,...,n n n ki j j j−   :מתקיי� −

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }

[ ] [ ]{ }
11 | , 1 ,...,

1 |

n n n k

n

X n i X n j X n j X n k j

X n j X n j

− −+ = = − = − =

= + = =

P

P

  

  .אז נקרא לתהלי& שרשרת מרקוב
  

   הסתברות המעבר–הגדרה 
  להסתברות 

[ ] [ ]{ }1 |jip X n i X n j+ = =� P  

]כאשר ל  , i למצב jב ממצ) בצעד יחיד(נקרא הסתברות המעבר  ]X n קראנו מצב התהלי& ברגע n.  
  .n, נשי� לב שהסתברות זו יכולה להיות ג� תלויה בזמ�

  : צעדי�kת מעבר ב נית� להרחיב את ההגדרה להסתברו
( ) [ ] [ ]{ }|k

jip X n k i X n j+ = =� P  

  
   שרשרת מרקוב הומוגנית–הגדרה 

  כלומר , j למצב iהסתברות המעבר ממצב לשרשרת מרקוב המקיימת כי 

[ ] [ ]{ }1 |ijp X n j X n i+ = =� P  

  .נקרא שרשרת הומוגנית, �אינה תלויה בזמ
א& , כדי לתאר שרשרת מרקוב הומוגנית" שרשרת סטציונרית" לעיתי� נראה בספרות את המונח –הערה 

  .מונח זה מטעה מכיוו� ששרשרת מרקוב הומוגנית אינה חייבת להיות תהלי& אקראי סטציונרי
  

   מטריצה הסתברויות המעבר–הגדרה 

) המכילה באיבר טרציהמ, עבור תהלי& מרקוב הומוגני ),i j את הסתברות המעבר ממצב i למצב j:  

{ }

11 12 1

21 22

,

1

n

ij i j

n nn

p p p

p p
P p

p p

      = =        

�

� �

� � � �

� �

  

  :י� צעדkנית� להרחיב את הגדרת המטריצה להיות מטריצת המעבר ב , כמו הסתברויות המעבר

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11 12 1

21 22

,

1

k k k

n

k k

k k

ij
i j

k k

n nn

p p p

p p
P p

p p

        = =         

�

� �

� � � �

� �

  

), שימו לב )k
ijpאלא סימו� של מעבר ב ,  אינו העלאה בחזקהkצעדי� .   
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   של שרשרת מרקובי� מרחב המצב–הגדרה 

 קבוצה זו יכולה להיות .Sומסומנת , זוהי הקבוצה שאיבריה ה� כל המצבי� האפשריי� של השרשרת
  .או אינסופית ובת ומניה, סופית

 
  )וקטור פילוג ( וקטור הסתברויות בזמ�–הגדרה 

}עבור סדרת המצבי� , עבור תהלי& מרקוב הומוגני }
1

N

k k
i

=
  : הרב מימדי הבאנגדיר את וקטור ההסתברויות 

( ) ( ) ( ) ( )( )
{ } { } { }( )
1 2

1 2

, ,...,

( ) , ( ) ,..., ( )

ki i i

k

n n n n

X n i X n i X n i

ν ν ν ν=

= = =� P P P

  

  .nבזמ� , זה נקרא ג� וקטור הפילוג של השרשרתרה שווקטור 
  .נדגיש שזהו וקטור שורה

i,ערכי : הערה j) &לאו דווקא שלמי�) מצבי התהלי.  
  

  טענות

  .תהלי& מרקובי נשאר מרקובי ג� א� הופכי� את ציר הזמ� .1

)כלומר הוקטור , ה סטוכסטיתמטריצת הסתברויות המעבר הינה מטריצ .2 )1,1,...,1
T

,  הוא וקטור עצמי שלה

סכו� כל שורה , אינטואיטיבית. (1סכו� איברי כל שורה הוא , או במילי� אחרות. 1ע� ער& עצמי , מצד ימי�
iההסתברויות להגיע ממצב  הוא סכו �iלמצב כלשהוא ( 

 .י דיאגרמת מעברי�"או ע, י מטריצת  הסתברויות המעבר"וב הומוגנית יכולה להיות מוגדרת עקשרשרת מר .3

): קולמוגורוב) אנדרי(-פמ�'נוסחת צ .4 ) ( ) ( )n m n m

ij ik kj

k

p p p+ =∑) kהמצבי� בי�  עובר על כל i ל j ,באופ� ). כולל

הנוסחה היא , מטריצי
( ) ( ) ( )n m n m n mP P P P P+ = =. 

)י " ניתנת עn ברגעמרקוב פונקצית ההסתברות של תהלי&  .5 ) ( ) ( )1 0 nn n P Pν ν ν= − נשי� לב . =

  .ורהשזהו וקטור ש
) י הפילוג" עתמכא� נית� להסיק כי חוק הפילוג של שרשרת מרקובית הומוגנית נקבע חד משמעי )0νי " וע

  .Pמטריצת המעברי� 

  
  קצת על מרחב המצבי� של שרשרת מרקוב

 כ& ש nא� קיי�  j מוביל למצב iנאמר שמצב 
( )

0n

ijp iנסמ� . < j→.  

i,הצבי� , i מוביל ל j וג� j מוביל ל iא�  jונסמ� , ו מקושרי�אריק יi j↔.  

  .ג� א� אי� קשת מעבר עצמית,  מקושר לעצמוiכל מצב 
  :יחס שקילות הוא יחס שמקיי�

i: רפלקסיביות .1 i↔  

i: סימטריות .2 j j i↔ ⇒ ↔ 

i,: טרנזיטיביות .3 j j k i k↔ ↔ ⇒ ↔ 

  .iכל המצבי� המקושרי� למצב : iקבוצת קשירות של מצב 
  

   קבוצה סגורה–הגדרה 
  . קבוצה סגורהAאזי נקרא לקבוצה , A מוביל רק למצבי� בקבוצה Aא� כל מצב בקבוצה 

  .לא נראה חצי� יוצאי� מקבוצה סגורה, בדיאגראמאת המצבי�, לכ�
   מצב נשנה–הגדרה 

כלומר ישנה הסתברות , שהוא-יו מתימובטח שנחזור אל, i נקרא נשנה כאשר א� מתחילי� ממצב iמצב 
  . להגיע אליו שוב בזמ� כלשהוא לפחות פע� אחת1ששוה 

   מצב חול(–הגדרה 
  .מצב שאינו נשנה נקרא חול(

  , �j לכל " חול( א�iמצב ). א"זהו מ (iכמספר הפעמי� שתהלי& מבקר במצב  iNנגדיר : הגדרה שקולה

(0)iE N X j = <∞   

  
   שרשרת חולפת–הגדרה 

  שבא כל המצבי� חולפי� תקרא שרשרת חולפתמרקוב שרשרת 
   שרשרת פריקה–הגדרה 

  .פריקה-שרשרת זו נקראת אי, אחרת. ריקהשרשרת מרקוב שלה יותר מקבוצה סגורה אחת נקראת שרשרת פ
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   פילוג סטציונרי–הגדרה 
  א�) או פילוג אינווריאנטי( נקרא פילוג סטציונרי νפילוג , עבור שרשרת מרקובית

( ) ( )0 nν ν ν ν= ⇒ =   

  טענות

 .כל המצבי� נשני�, ות סגורהבקבוצת קשיר. כל המצבי� ה� נשני� או כול� חולפי�, בקבוצת קשירות .1
 .כל המצבי� חולפי�, בקבוצת קשירות לא סגורה

� " הוא נשנה א�iמצב  .2
( )

1

n

ii

n

p
∞

=

= ∞∑ 

�Pν " סטציונרי א�νפילוג , עבור שרשרת מרקובית הומוגנית .3 ν=) יר כי וקטור הפילוג הוא שוב נזכ

)(יש לכפול משמאל , ואכ� כדי לחשב את הפילוג של המצב הבא, וקטור שורה ) ( )1n n Pν ν+ את ) =

 ).הפילוג הנוכחי במטריצת המעברי�

)א� הפילוג ההתחלתי  .4 )0νאזי השרשרת ההומוגנית היא תהלי& אקראי סטציונרי,  הוא פילוג סטציונרי. 

, )indecomposable (פריקה- א� השרשרת היא אי. לכל שרשרת מרקוב הומוגנית סופית ישנו פילוג סטציונרי .5
 .ערכי פילוג סטציונרי זה שוני� מאפס רק עבור מצבי� נשני�. אזי פילוג זה הוא יחיד

 .כלומר יש בה לפחות מצב נשנה אחד, ת מספר סופי של מצבי� אינה חולפתשרשרת מרקובית בעל .6

של מצבי� ) אולי ריקה(וקבוצה נוספת ,  ניתנת לפירוק למספר סופי של קבוצות סגורותסופיתכל שרשרת  .7
יתכ� שאי� א( , מספר קבוצות הקשירות לא בהכרח סופי,  של מצבי�מניה-ברבשרשרת ע� מספר . חולפי�

  .ת בעלת יותר ממצב אחד ויתכ� שאי� א( מצב נשנהקבוצת קשירו
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  תהליכי� אקראיי� בזמ� רצי(
  

   תהלי& אקראי בזמ� רצי(–הגדרה 

aתהלי& אקראי בקטע זמ�  t b≤ } יסומ� ≥ },tX a t b≤ ) או ≥ ){ }, ,X t a t bω ≤ כפונקציה של . ≥

0tכלומר עבור זמ� קבוע , התהלי& הוא משתנה אקראי, ω "מזל"פרמטר ה t=א" מ נקבל ( )0,X t ω.  

0ωעבור פרמטר מזל נתו�  ω= , בקטע זמ�a t b≤ )של הזמ� דטרמיניסטית נקבל פונקציה , ≥ )0,X t ω .

  .פונקציה זו תקרא פונקצית מדג�. פונקציה זו לא חייבת להיות רציפה
a,כא�  bיכולי� להיות ג� אינסופיי� .  

  
   חוק הפילוג של תהלי& אקראי בזמ� רצי(– הגדרה

) ,הפילוג של תהלי& אקראי בזמ� רצי(חוק  )X t,  הוא אוס( כל הפונקציות  

( ) ( ) ( ){ }
1 2, ,..., 1 1 1,..., ,...,

nt t t n n nF X t X tα α α α= ≤ ≤P  

,...,1ולכל  nלכל  nt t 1 ו,..., nα α.  
  

  הלי& אקראימומנטי� של ת
  התוחלת

( ) ( )[ ]X t E X tµ =  

  פונקצית האוטוקורלציה

( ) ( ) ( )1 2 1 2,XR t t E X t X t =    

  פונקצית הקווריאנס

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, cov , ,X X X XK t t X t X t R t t t tµ µ= = −  

  
   תהלי& מנייה–הגדרה 

)מניה תהלי&  )N tואינו יורד,  הוא תהלי& אקראי המקבל ערכי� שלמי� .  

)נניח כי א�  )0 0N ) אז = )N t בקטע שקרו  מונה מספר אירועי�[ ]0,t.  

  
  :תכונות תהלי& מנייה פשוט

1. ( ) 0N t ≥. 

2. ( )N t ∈ 	. 

sא�  .3 t> אז ( ) ( )N s N t≥. 

sא�  .4 t> אז ( ) ( )N s N t− בקטע  מונה את מספר האירועי�[ ],s t. 

  
  

  תהלי& פואסו� –הגדרה 
  :א� λתהלי& מנייה יקרא תהלי& פואסו� ע� פרמטר קצב 

1. ( )0 0N =. 

 .תוספות בקטעי זמ� זרי� בלתי תלויות .2

3. ( ) ( ){ } ( )1N t t N t t o tλ+∆ − = = ∆ + ∆P. 

4. ( ) ( ){ } ( )2N t t N t o t+∆ − ≥ = ∆P  

)ר כאש ) ( )f oε ε= פירושו 
0

( )
lim 0

f

ε

ε

ε→
=  

  
  :הגדרה שקולה

  :א�λתהלי& מנייה יקרא תהלי& פואסו� ע� פרמטר קצב 

1. ( )0 0N = 

 .תוספות בקטעי זמ� זרי� בלתי תלויות .2

 כלומר, sλ מפולג פואסונית ע� פרמטר sמספר הארועי� בכל אינטרוול באור&  .3

( ) ( ){ }
( )

, 0,1,2,...
!

n

s s
N t s N t n e n

n

λ λ−+ − = = =P  
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  של תהלי& פואסו�מומנטי� 
  :תוחלת

( )N t tµ λ=  
  :מומנט שני

( ) ( )22E N t t tλ λ  = +   

  :אוטוקורלציה

{ } 2
1 2 1 2 1 2( , ) min ,NR t t t t t tλ λ= +  

  :תהלי& פואסו�תכונה של 

( ) ( )[ ]( ){ } ( )21
mod2 0 1

2
N t N t e λ ττ −+ − = = +P  

  תהלי& טלגר(
)תהלי&  )X t &טלגר( ע� פרמטר  ייקרא תהליλ  מקיי� את שלושת התכונות הבאותא� הוא:  

)בכל רגע נתו�  • )X t בהסתברות שווה−1 או +1 מקבל את הערכי� .  

 י" נתו� עτמספר חילופי הסימ� בקטע זמ� באור&  •

( ) ( ){ }
( ) ( )( )

0
!

0 0

k

t s t s
e k

X t X s k k

k

λ λ− −
 − ≥− = =  <

P  

 .מספר חילופי הסימ� בקטעי� זרי� בלתי תלוי סטטיסטית •
  :תכונה של תהלי& טלגר(

( ) ( ){ } ( )21
1

2
X t X t e λ ττ −= + = +P  

  
  (ירצא בזמ� " מרקוביות של ת–רה הגד

)א "ת )X t מרקובי א� לכל t ,  ולכלn ,  1ולכל סדרת זמני� 2 ... nt t t t< < < <  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1 1 1, ,..., |n n n n n nX t X t X t X t X t X tα α α α α α− −≤ = = = = ≤ =P P  

,...,1לכל  ,nα α α 1זמני�  ולכל סדרת 2, ,..., nt t t.  
  

  טענות

)א�  .1 )1N t ו ( )2N t1א פואסוני� א� קצבי� " תλ 2 וλאזי ,  בהתאמה( ) ( ) ( )3 1 2N t N t N t= א " ת+

1פואסוני ע� פרמטר  2λ λ+. 

 .תהלי& פואסו� הוא מרקובי .2

 .λמעריכית ע� פרמטר  הוא משתנה אקראי המפולג λבקצב הפרש זמני הקפיצות של תהלי& פואסו�  .3
  

  מומנטי� של תהלי& אקראי
)א "קורלציה של ת-אוטו .1 )X t  

( ) ( ) ( )1 2 1 2,XR t t E X t X t  �  

)א "קורלציה בי� ת-קרוס .2 )X tא " לת( )Y t 

( ) ( ) ( )1 2 1 2,XYR t t E X t Y t  �  

 :קווריאנס .3

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, ( , ) ( ) ( )X X X XK t t E X t EX t X t EX t R t t t tµ µ − − = −  �  

  
  סטציונריות –הגדרה 

)א "ת )X t 1 יקרא סטציונרי א� לכל,..., , ,nt t nτ א  "של הוהפילוג  חוק( ) ( )( )1 ,..., nX t X tτ τ+ +   

  ,כלומר. τלא תלוי ב

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 2 1 2,..., ,...,

, ,..., , ,...,
n nn nX t X t X t X t

F F
τ τ

α α α α α α+ +=  

SSS(א סטציונרי במוב� הצר "נאמר שהת Strict SenseStationary−(  
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   סטציונריות במוב� הרחב–הגדרה 
)א "ת )X t א�) ר"סמ( יקרא סטציונרי במוב� הרחב  

): תוחלתו לא תלויה בזמ� • )X t constµ =.  

): פונקצית האוטוקורלציה שלו תלוייה רק בער& המוחלט של הפרש הזמני� • ) ( )2 1 2 1,X XR t t R t t= − 

 .)כלומר זוהי פונקציה זוגית(

WSS(א סטציונרי במוב� הרחב "כעת נאמר שהת WideSenseStationary−(  

  
  :ר"תכונות פונקצית אוטוקורלציה של תהלי& סמ

1. ( ) ( )2 0 ( )X XE X t R R τ  = ≥  

2. ( ) ( )X XR Rτ τ= − 

  
   סטציונריות במוב� הרחב במשות(–הגדרה 

)שני תהליכי� אקראיי�  )X t ו ( )Y tר ובנוס(" כל אחד מה� הוא סמר במשות( א�" יקראו סמ  

( ) ( )1 2 2 1,XY XYR t t R t t= −  

  ואז

( ), ( ) ( )XY XY YXR t t R Rτ τ τ+ = = −  

 התלות אינה בערכו המוחלט של הפרש –ר "א סמ"נדגיש את ההבדל בי�  פונקצית אוטוקורלציה של ת
  . זוגית איזה פונקציהXYRכלומר , τהזמני� 

  
  

  סטציונריות במשות( –הגדרה 

)א "ת ) ( ),X t Y t יקראו תהליכי� סטציונרי� במשות( א� לכל n 1 ולכל,..., nt t החוק של הוקטור   

  ,2n מימדמ

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1,..., , ,...,n nX t X t Y t Y tτ τ τ τ+ + + +  

  .τ -לא תלוי ב
  

  :א סטציונרי� במשות("תכונות ת

1. ( ) ,  ( )X X Y Yt tµ µ µ µ≡ ≡ .   

1 מימדי- הדוהפילוג .2 2( ( ), ( ))X t Y tτ τ+  .τ - לא תלוי ב+

3. , 1 2 , 1 2 , 1 2 , 1 2( , ) ( , ) ( , 0) ( )X Y X Y X Y X YR t t R t t R t t R t tτ τ+ + = = − = −  

  
  תהלי& אקראי גאוסי –הגדרה 

)הלי& ת )X tסדרת זמני�  יקרא גאוסי א� לכל { }
1

k

i i
t

=
)הוקטור ,  ) ( ) ( )( )1 2, ,..., kX t X t X t הוא וקטור 

  .אקראי גאוסי
  

  ותטענ

)א�  .1 )X t אזי הוא תהלי& סטציונרי במוב� הרחב) והמומנטי� מסדר ראשו� ושני סופי( תהלי& סטציונרי. 

 .י פונקצית התוחלת ופונקצית האוטוקורלציה"אזי חוק ההסתברות שלו נקבע ע, אוסיא ג" תtXא�  .2

 .סטציונריר הינו "א גאוסי סמ"ת .3

 לדוגמא, פעולות לינאריות על תהליכי� גאוסיי� מייצרות תהליכי� גאוסיי� .4

( )1
0

( ) , ( ) ( ) , ( ) , ( ) , lim
i

t t

t t t i t i i t t

i

X Xd
g t X g t X h t X g t X t t g t X dt X

dt

ε

α
ε ε

+
+ + →

−
+ − =∑ ∫  
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  מערכות לינאריותב אקראיי�מעבר תהליכי� 
  

  במערכת גרעי�א כללי "מעבר ת
  

  
  

)כאשר  ),g t θהתגובה בזמ�  t לכניסת הל� בזמ� θ.  

  ולכ�

( ) ( ) ( ),Y t X g t dθ θ θ

∞

−∞

= ∫  

  ואז

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

, , ,

, , , ,

, , ,

, ,

X

XY X

Y

E Y t E X g t d E X g t d g t d

R t t E X t Y t E X t X g t d R t g t d

R t t E Y t Y t E X g t d X g t d

E X X g t g t d d

θ θ θ θ θ θ µ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ η η η

θ η θ η θ η

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

 
 = = = 
  

 
  = = =   
  
 
  = = =   
  

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( ) ( ) ( )1 2, , ,XR g t g t d dθ η θ η θ η

∞ ∞ ∞

−∞ −∞−∞

 
  = 
  
∫ ∫ ∫ ∫

  

  

  ארית קבועה בזמ� ליני דר& מערכתר"א סמ"תמעבר 
  

  
  

)כאשר  )h t θ− התגובה בזמ� t לכניסת הל� בזמ� θ.  

  ולכ�

( ) ( ) ( )Y t X h t dθ θ θ

∞

−∞

= −∫  

יציבה , מערכת קונבולוציה
BIBOדטרמניסטית   

( )h t θ− 

( )Y t( )X t

, )ליניארית (מערכת גרעי�
  דטרמניסטית

( ),g t θ 

( )Y t( )X t
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  ואז

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

0

,

*

,

X X

XY

X

X X t

Y

E Y t E X h t d E X h t d h t d H

R t t E X t Y t E X t X h t d

R t h t d

R h d R h t

R t t E Y t Y t E X h t d X h t d

E X

τ

θ θ θ θ θ θ µ θ θ µ

τ τ θ τ θ θ

θ τ θ θ

θ τ θ θ

τ τ θ θ θ η τ η η

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞

−∞
∞

−∞
∞

=
−∞

∞ ∞

−∞ −∞

 
 = − = − = − = 
  

 
 + = + = + − 
  

= − + −

= − =

 
 + = + = − + − 
  

=

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )2

( )

0

X

Y X

X h t h t d d

R h t h t d d

R S f H f df

θ η θ τ η η θ

η θ θ τ η η θ

∞ ∞

−∞−∞
∞ ∞

−∞−∞
∞

−∞

  − + − 

= − − + −

=

∫ ∫

∫ ∫

∫
  

  תכונות

)תהלי& הכניסה  .1 )X t והמוצא( )Y t ר במשות("סמ ה� תהליכי�.  

): הספק ממוצע ביציאה .2 ) ( )2 2
( ) (0)out Y XP E Y t R S f H f df

∞

−∞

 = = =   ∫  

  
  התמרת פוריה –תזכורת 

)הי ת )X t  א�. תדטרמניסטיפונקציה ( )X t dt

∞

−∞

  :יה של האותאזי נגדיר את התמרת פורי, ∫∞>

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

2

1 2

ˆ ( )

ˆ ˆ( )

j ft

j ft

X f X t X t e dt

X t X f X f e df

π

π

∞
−

−∞
∞

−

−∞

= =

= =

∫

∫

F

F

  

  תכונות

)א�  .1 )X t ממשי אזי ( ){ } *ˆ ( )X t X f− =F  

}: התמרה של קונבולוציה .2 } ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )X t h d X f h fθ θ θ
∞

−∞
− =∫F 

):הזזה בזמ� .3 ){ } 2 ˆ( )ifX t e X fπ ττ+ =F  

  
  משפט פרסבל –תזכורת 

* *
1 2 1 2

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )X t X t dt X f X f df
∞ ∞

−∞ −∞

=∫ ∫  
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  ספקטרליתהספק יפות צפ
) נניח ש ) ( ),X t Y tר במשות( בעלי ממוצעי� אפס"סמא " ת.  

) ר"א סמ" תהספקטרלית שלההספק צפיפות  )X tכהתמרת פורייה של פונקצית האוטוקורלציה מוגדרת :  

{ }( ) ( )X XS f R τ� F  

)א"ת שלהמצטלבת הספקטרלית צפיפות ההספק  ) ( ),X t Y t כהתמרת פורייה של פונקצית מוגדרתר במשות( "סמ 
  :הקרוסקורלציה

( ) { }( )XY XYS f R τ� F  

  

) א� )Y tמתקבל מ  ( )X tמעבר במערכת י" ע LTI בעלת פונקצית תמסורת ( )H f:  

  
  אזי

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

XY X

Y X

S f S f H f

S f S f H f

=

=
  

  :והספק היציאה הכולל

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
2 1

0
0Y X Y YP S f df S f H f df S f R

τ
τ

∞ ∞
−

=
−∞ −∞

= = = = =∫ ∫ F 

  XSתכונות של 
1. XR ממשית וסימטרית ולכ� XSימטרית ממשית וס. 

2. ( ) 0XS f  .f לכל ≤

  מתקיי�, 0בעלי תוחלת , ר במשות( חסרי קורלציה"עבור שני תהליכי� סמ .3
( ) ( ) ( )X Y X YR R Rτ τ τ+ = +  

  :בתחו� התדר, ואז .4

( ) ( ) ( )X Y X YS f S f S f+ = +  

 .ג" תא יוצרLTI העובר במערכת ג"תא .5
  
 

0EXעד כה טיפלנו במקרה ש  0EXנבדוק מה קורה לגבי . = ≠.  
) נביט ב ) ( )X t c Y t= 0EYכאשר  , +   לכ� נקבל.  קבוע דטרמיניסטיc ו =

( ) ( )[ ] ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

2

2

2

( )

( )

X

Y

X Y

R E X t X t E c Y t c Y t c E Y t Y t

c R

S f S f c f

τ τ τ τ

τ

δ

 = + = + + + = + + 
= +

= +

  

  

  

( ) ( ),h t H f  ( )X t ( )Y t
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  סינו� לינארי אופטימלי

  
)אנו משדרי� אות  )X t . בדר& מתווס( אות רעש לא רצוי( )n t . לכ� במקלט מתקבל האות( ) ( ) ( )r t X t n t= + .

)אנו רוצי� לתכנ� מסנ�  )H fכ& שיציאתו  ,( )X̂ t ,תהיה קרובה ככל הנית� לאות המקורי ששודר ,( )X t.  

  
  

  : בתור ההפרש בי� האות ששודר לבי� האות שהצלחנו להפיק מהמסנ�שגיאהנגדיר את ה
ˆ( ) ( ) ( )t X t X tε = −  

 כלומר נחפש –מוב� המוכר לנו משערו& משתני� ווקטורי� אקראיי� ב, אנו נחפש את המסנ� הליניארי האופטימלי
  :MMSE, המביא למינימו� את השגיאה הריבועית הממוצעת, מסנ� אופטימלי ליניארי

( ) ( )( )22 ˆE E X t X tε
   = −    

  

)אנו נניח בטיפול כי  ) ( ),X t r t0חלת חסרי קורלציה ובעלי תו, ר" סמ.  

), נית� לראות כי אות השגיאה )tε ,הוא מוצא של מערכת ליניארית:  

  
  ואז

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )*t X t X t n t h tε = − +  

  :נשרטט את המערכת בצורה שונהכעת 

  
  ואז כמוב�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

* *

*

t X t X t h t n t h t

X t X t n t h t

ε = − −

= − +
  

  ולכ�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

* *

* * *

* *

t X t X t h t n t h t

X t t X t h t n t h t

X t t h t n t h t

ε

δ

δ

= − −

= − −

= − −

  

) בי� הקורלציהומחוסר  )X t ל ( )n t השגיאה הריבועית הממוצעת היא מקבלי� כי  

( )
2 22 ( ) 1 ( ) ( ) ( )X nE t S f H f df S f H f dfε

∞ ∞

−∞ −∞
  = − +  ∫ ∫ 

( )n t

( )X t
( )X̂ t( )H f

+

Σ
+

−

( )tε

( )H f

Σ
−

+

( )n t

( )X t

( )X̂ t( )H fΣ

+

+

Σ

+

−

( )tε

( )r t

( )n t

( )X t

( )X̂ t( )H fΣ

+

+
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)נית� להחלי( את ) במישור המרוכב(משיקולי� גיאומטריי�  )H f ב ( )H fי גזירה " ואז למצוא את המינימו� ע

  הוא, )Wiener(שנקרא מסנ� וינר , בסו( מקבלי� כי המסנ� האופטימלי. והשוואה לאפס

( )
( )

( ) ( )
X

opt

X n

S f
H f

S f S f
=

+
  

  הוא) המינימלית(הממוצעת ואז הביטוי לשגיאה הריבועית 

( ){ } ( )
( ) ( )

2 2 ( ) ( )
min

( ) ( )opt

X n

H f H f
X n

S f S f
MSE E t E t df

S f S f
ε ε

∞

=
−∞

   = = =    +∫  

  

)י כ& שנעביר את האות המשודר "נית� להכליל מסנ� זה ע )X t במסנ� כלשהוא ( )D fהסכמה .  לפני שידורו

  :היא הבאה, הכוללת את חישוב השגיאה, המתאימה למצב זה

  
  

  :הבאבמקרה זה נקבל את מסנ� וינר 

( )
( )

( ) ( )
( )X

opt

X n

S f
H f D f

S f S f
=

+
  

  ואז הביטוי לשגיאה הריבועית המינימלית הוא

( ){ } ( )
( ) ( )

( )2 2 2( ) ( )
min

( ) ( )opt

X n

H f H f
X n

S f S f
MSE E t E t D f df

S f S f
ε ε

∞

=
−∞

   = = =    +∫  

  
), כזכור). עקרו� הניצבות( עקרו� ההשלכה –נית� לפתור בעיה זו בגישה שונה  ) ( ) ( )r t X t n t=  הוא אות הדגימה +

)טבול ברעש , של האות המשודר )n t .באופ� כללי התוא� את הסכמה  

  
  נכתוב

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
2

22 *E E X t r t h t E X t r t hε θ δ θ θ θ

∞ ∞

−∞ −∞

 
   = − = − − −   
  
∫ ∫  

)כאשר  )h t של המסנ� להל� התגובה.  

( )n t

( )X t

( )X̂ t( )H f Σ

+

−

( )tε

( )r t

( )n t

( )X t

( )X̂ t( )H fΣ

+

+

Σ

+

−

( )tε

( )D f
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  : נקבל שהמסנ� האופטימלי מקיי�sלומר לכל כ, )r (ניצבת למדידות) ε(עקרו� ההשלכה קובע כי השגיאה 

( ) ( )

( ) ( )

( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ),

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

opt

opt

opt

r X r opt

E X t d r t h d r s

E X t r s d r s r t h d

E X t r s d E r s r t h d

R t s d R t s h d

τ δ τ τ τ τ τ

τ δ τ τ τ τ τ

τ δ τ τ τ τ τ

τ δ τ τ τ τ τ

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞
∞ ∞

−∞ −∞
∞ ∞

−∞ −∞

    − − − =     
 
 − − − = 
  

− = −

− − = − −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  י התמרת פורייה על שני האגפי� נקבל"וע

( ){ } ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

,

,

,

( )r X r opt

r X r opt

r X

opt

r

R t s R t s h d

S f S f H f

S f
H f

S f

τ τ τ τ

∞

−∞

   − − = − −    
=

⇒ =

∫F F

  

  
חנו כי לא הנ, בנוס(. מכיוו� שאינה מניחה חוסר קורלציה בי� האות המשודר לרעש המתווס(, וזו תוצאה כללית יותר
)הדגימה היא הסכו�  ) ( ) ( )r t X t n t= הבא לידי ביטוי בצפיפויות , אלא יכול להתקיי� כא� קשר כללי יותר, +

  .ההספק
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  עשי�ר
  רעש לב� –הגדרה 

  : מתקיי�ובוראשר ע, 0ע� תוחלת ,  תהלי& אקראי סטציונרי במוב� הרחב לב� הינושרע

( )

( ) ( )

0

0

nS f N

R Nτ δ τ

=

=
  

   רעש לב� גאוסי–הגדרה 

)ג "זהו תא )X t כ נבחר "בד,  צפיפות ספקטרלית קבועה�ע( ) 0

2
X

N
S f =.  

  

 Wiener-Paleyמשפט 

א�  
2

log ( )

1

S f
df

f

∞

−∞
<∞

)ביציאתו , ל" אזי קיי� מסנ� סיבתי כ& שא� בכניסתו ר∫+ )S f.  

  
  של רעש לב�אינטגרלי� 

)יהי  )n t 0אות רעש לב� בעל צפיפות הספק ספקטרליתN.   יהיו ( ) ( )1 2, ,...h t h t פונקציות דטרמניסטיות ע� 

)2 כלומר, אנרגיות סופיות )ih t dt

∞

−∞

  את המשתנה האקראינגדיר  .∫∞>

( ) ( )i iX n t h t dt
∞

−∞
= ∫  

  :אזי מתקיי�

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
0

0

( ) ( )

( ) ( )

i i i i

i j i j i j

i j n i j

i j

EX E n t h t dt E n t h t dt E n t h t dt

E X X E n s h s ds n h d E n s h s n h dsd

E n s h s n h dsd R s h s h dsd

N s h s h dsd

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

δ θ θ θ

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞
∞

−∞

 = = = =  
     = =        

 = = − 

= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ 0

0

( ) ( )

( ) ( )

i j

i j

N h h d

N h h d

θ θ θ

θ θ θ

∞ ∞

−∞ −∞
∞

−∞

=

=

∫ ∫
∫

  

  
1 -נתבונ� ב 2( , )X X : וע� מטריצת קווריאנס , 0א ע� תוחלת "ו:  

2
1 1 2

2
1 2 2

EX EX X

EX X EX

  Λ =    
  

  
2 2 2 2
1 0 1 2 0 2

1 2 0 1 2

( )     ( )

( ) ( )

EX N h d EX N h d

EX X N h h d

θ θ θ θ

θ θ θ

∞ ∞

−∞ −∞
∞

−∞

= =

=

∫ ∫
∫

  

)כי ידוע א� , בנוס( )n tא גאוסי אזי " תiX)כלומר,  גאוסי� במשות ( )1 2,X Xג" וא.  

)� " אמ2X -ת ב" ב1X: כמו כ� מתקיי� ) ( )1 2 0h h dθ θ θ
∞

−∞
=∫  
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  רוחב סרט אפקטיבי לרעש
  :יאלי לא אידLPFנביט במסנ� 

  
  א� נגדיר

2

2

( )

2 ( )

H f df
F

H f

∞

−∞∆ =
∫

,  

 שיעביר את אותו ∆F אידיאלי בעל רוחב פס LPFאזי נוכל להגדיר , כאשר המונה הוא הספק היציאה של רעש לב�
  .ור כניסת רעש לב�עב, אידיאלי- הספק היציאה כמו המסנ� הלא

  
  רעשי� תרמי�

  )Nyquistרעש  (רעש נגד

  

( )H f

F∆

f

  נגד
  פיסיקלי

( )n t 

  נמישיווי משקל תרמודי
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  :טענות

  .רת הפסדי� איננה יוצרת רעשסרשת ח .1

)רעש הנגד הוא רעש לב�  .2 ) 2n BS f K TR=.  

  :נוספות טענות
  

  
  

  נית� להסיק כי

1: בחיבור בטור .1 1 2 2
1 2

1 2

,   eff eff

RT RT
R R R T

R R

+
= + =

+
  

): מקבילבחיבור ב .2 ) 1 2 1 1 2 2
1 2

1 2 1 2

|| ,eff eff

RR RT RT
R R R T

R R R R

+
= = =

+ +
  

  
2.  
  

  
  
  

2

2

1

2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
( ) ( ) 2    ,

v i

i v

V t i t R

EV t V t R Ei t i t

S f R S f

S f S f kTG G R
R

τ τ

−

=

+ = +

=

= = =

  

2n 

1n 

1 1,R T 

1 2R R+ 

( )1 1 2 22n BS k RT RT= + 

2 2,R T 

1 1,R T 
2 2,R T 

( )

2 2
1 1 2 2 2 1

2

1 2

2n B

TRR T R R
S k

R R

+
=

+
 

R 
( )i t  

R  

( )v t  

( ) 2vS f kTR= 

( ) 2iS f kTG= 
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  'משפט ג

  
  
  

  )Shot Noise (רעש דיודה
 

  טענה

כעת נגריל באופ� בלתי . [T,0]ת מספר הקפיצות באינטרוול הוא ייצג א. Tλ ע� פרמטר Kא פואסוני "א� נגריל מ

  .ל הוא תהלי& פואסו�"אזי התהלי& האקראי הנ. [T,0] על אחידי�א " מkתלוי 
  

  .כעת נעבור למעגל חשמלי הכולל דיודה ומטרתנו תהיה למצוא את רעש הדיודה

  
  

  . דר& הדיודה0I  קבועאת מטע� האלקטרו� ונניח שאנו מזרימי� זר� q נסמ� ב

  , ומטע� האלקטרו� היה אפס אזי הצפיפות הספקטרלית של הזר� 0Iלו היה זור� זר� קבוע  •

  2
0( ) ( )S f I fδ=  

  ,פה לקבלא� ניקח בחשבו� את מטע� האלקטרו� אזי נצ •

  2
0( ) ( ) ( )nS f I f S fδ= +  

  
)מטרתנו לחשב את  )nS f) רעש הדיודה(  

) משרה במעגל זר� t=0אלקטרו� הנפלט בזמ�  )ei t , ולכ�:  

( )eq i t dt
∞

−∞
= ∫  

0 יפלטו בממוצע Tבקטע הזמ�  /I T qמאחר והאלקטרוני� נפלטי� מאיזורי� שוני� בקטודה סביר . ני� אלקטרו
  ,לכ�. להניח שתהלי& פליטת האלקטרוני� הוא תהלי& פואסו�, לכ�, נוכל. להניח שיש אי תלות בי� זמני הפליטה

1

( ) ( )
K

e k

k

I t i t t
=

= −∑  

  :כ& שמתקיי�

kt -א אחידי� של " מ[0,T].  

K –פרמטראסו� ע� א פו" מTλ . 0,קצב פליטת האלקטרוני�I

q
λ =.  

0I  

 

  סיביתרשת פ
הכוללת סלילי� 

  .נגדי� וקבלי�,
( ) ( ) ( )

in in in
Z f R f iX f= + 

( ) 2 ( )
v in

S f kTR f= 
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  ,נמצא את המומנט הראשו�



0

0
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  ,נמצא את המומנט השני
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  נספחי�
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  התמרת פורייה בזמ� רצי(
  עות ידות פורייהוהתמר
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  Zהתמרת 
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   ידועותZהתמרות 
  

  תחו� התכנסות  Zהתמרת   אות בזמ� בדיד
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  Zתכונות התמרת 
  

  תחו� התכנסות  Zהתמרת   אות בזמ� בדיד
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  � בדידזמהתמרת פורייה ב
  :(Discrete Time Fourier Transform)זמ� בדיד התמרת פורייה ב  –הגדרה 

]עבור אות בזמ� בדיד  ]x n ,נגדיר את התמרת פורייה בזמ� בדיד:  
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[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 22
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* * *

0

1 1

2 2
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2 2
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x n X d X d

x n y n X Y d X Y d
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π
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π

π π

π π

∞

=−∞ −

∞

=−∞ −

= Ω Ω = Ω Ω

= Ω Ω Ω = Ω Ω Ω

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
  

)עבור אות רצי( , הקשר בי� התמרת פורייה בזמ� בדיד להתמרת פורייה בזמ� רצי( .7 )cx t שנדג� לאות בדיד 

]י "ע ] ( )cx n x nT=הוא : 

[ ]{ }( ) ( ){ }( )1
j cz e

s j
T

Z x n z L x t s
T

Ω= Ω
=

=  
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  ייה בזמ� בדיד ידועותהתמרות פור
  

  התמרת פורייה בזמ� בדיד  אות בזמ� בדיד

[ ]
1, 0

0, 0

n
n

n
δ

 ==  ≠
  1  

[ ]0n nδ −  0j ne− Ω  

[ ]
1, 0

0, 0

n
u n

n

 ≥=  <
  ( )

1
2

1 j
k

k
e

πδ π
∞

− Ω
=−∞

+ Ω−
− ∑  

0j ne ω  ( )02 2
k

kπ δ ω π
∞

=−∞

Ω− −∑  

0cos nω  ( ) ( )0 02 2
k

k kπ δ ω π δ ω π
∞

=−∞

Ω− − + Ω+ −∑  

0sin nω  ( ) ( )0 02 2
k

k k
j

π
δ ω π δ ω π

∞

=−∞

Ω− − − Ω+ −∑  

1  ( )2 2
k

kπ δ π
∞

=−∞

Ω−∑  

( )
k

n kTδ
∞

=−∞

−∑  
2 2

k

k

T T

π π
δ

∞

=−∞

 Ω−   ∑  

sin
sinc , 0

n n

n

α α α
α π

π π π

  = < <  
  

1, 2 2

0, 2 2k

k k

k k

π π α

π α π π

∞

=−∞

 ≤ Ω ≤ + + < Ω ≤ +
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  תכונות התמרת פורייה בזמ� בדיד
  

  התמרת פורייה בזמ� בדיד  אות בזמ� בדיד

[ ]x n  ( )X Ω  

[ ]y n  ( )Y Ω  

[ ] [ ], ,ax n bx n a b+ ∈ 
  ( ) ( )aX bYΩ + Ω  

[ ]0x n n−  ( ) 0j nX e− ΩΩ  

[ ]0j ne x nω  ( )0X ωΩ−  

[ ]x n∗  ( )*X −Ω  

[ ] [ ]*x n y n  ( ) ( )X YΩ Ω  

[ ] [ ]x n y n  ( ) ( )
2

1

2
X s Y s ds

π
π

Ω−∫  

[ ] [ ]1x n x n− −  ( ) ( )1 je X− Ω− Ω  

[ ]
n

k

x k
=−∞
∑  ( ) ( ) ( )

1
2

1 j
k

X X k
e

π δ π
∞

− Ω
=−∞

Ω + Ω Ω−
− ∑  

[ ]nx n  ( )
d

j X
d

Ω
Ω

  

[ ]x nממשי   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

*

Re Re

Im Im

arg arg

X X

X X

X X

X X

X X

 Ω = −Ω Ω = −Ω Ω = − −Ω Ω = −Ω Ω = − −Ω

  

  
  
  
  


