
 104034 ' חהסתברותמבוא ל
 ח"חורף תשס

= קבוצת התוצאות האפשריות של הניסוי Ω

( ) 1

( ) 0

( ) 0

i i
ii

i

i j

B P B

P B

P B B

Ω = ↔ =

>

=

∑∪

∩

) מספר האיברים ש,קבוצת התוצאות המבוקשות של הניסוי ) Aל =
A

P A = ←
Ω

A=A

 :הסתברות מותנית
( ) ( )( ) ( )

( ) 0
( )

( )

P BP A B
P A B P A B P A B P B

P B

>

= → = ⋅
∩ ∩ 

 :נוסחאת ההסתברות השלמה
): אזי :                        אם ) ( ) ( )i i

i
P A P A B P B= ⋅∑

 
 
 

 :נוסחת בייס
( ) ( )

( )
:  אזיא )ם  ), ( ) 0P A P B >( )

P B A P A
P A B

P B
⋅

=

: זי

  

 :ובניסוח נוסף

):               אם א ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

i i
i

j j
j

P B

P B A P A
P A B

P B A P A

⋅
=

⋅∑
����	���


  
 :םמאורעות בלתי תלויי

Aו -Bת זה בזה אם"  ב :( ) ( ) ( )P A B P A P B= ⋅∩ 

) :  אזיאם בנוסף : הערה ) 0P B >( ) ( )P A B P A=

,
,
,

C

C

C C

A B
A B
A B

  ת" ב:אזי, ת"  בB- וA : תכונות

משתנה מקרה בדיד
 Pמודל ניסויי ברנולי עם פרמטר 

 ) ניסוייםnלחות מתוך הצk ההסתברות ל (:בינומי
x=מספר ההצלחות 
n=מספר הניסויים 

k=0,1,2,3,…,n 
  
  

 ) ניסויים עד להצלחה הראשונהkההסתברות ל (:גיאומטרי
( )

( )

1k
YP k p q

Y Geom p

−= ⋅

∼

 :

 

)ריחוסר הזיכרון של הפילוג הגיאומט • ) ( )P x n k x n P x k> + > = >

( ) 1

( ) 0

( ) 0

i i
ii

i

i j

A P A

P A

P A A

 

Ω = ↔ =

>

≠

∑∪

∩

( )

( ),

K n k
X

nP k p q
k

X Bin n p

−⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼

 12 מתוך 1עמוד 
 מימון-יניב בר



 104034 ' חהסתברותמבוא ל
 ח"חורף תשס

 :פואסון

 

• 

( )
( )

0,1

( ) ( )
( ) 1 ( )

x N

P a x b b a
x x

φ φ

φ φ

< < = −

− = −

∼

( )

( )
!

k

XP k e
k

X Pois

λ λ

λ

−=

∼
0nכאשר (  p< ⋅ < 1 קט : אזי, )1

 
ן pגדול ו n כאשר  :סוניקירוב פוא • 

( ) (, )Bin n p Pois n pλ≈ = ⋅
 

 משתנה מקרי רציף
f  Xהוא משתנה מקרי רציף בהחלט אם קיימת ( )x x

( ) ( )
b

xa
P a x b f x dx< < = ∫

( )x

 צפיפות ' הנקראת פונ

  .כך ש

 : תכונות
f 1. x

( )xP x f x d
∞

−∞
Ω

⎛ ⎞

 <0

2. 1x−∞ < < ∞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫��	�
 

.ניתן להימנות של נקודות צפיפות נקבעת ביחידות עד כדי מספר סופי או' פונק 3.  
 

 משתנה מקרי אחידפונקציית צפיפות ל

 

 אקספוננציאלי/פונקציית צפיפות למשתנה מקרי מעריכי

1
( )

0
x

a x b
f x b a

else

⎧ < <⎪= −⎨
⎪⎩

( )

0
( )

00

exp

x

x

xe
f x

x

X

λλ

λ

− >⎧
= ⎨ <⎩

∼

:

 

)תיכרון של הצפיפות המעריכיחוסר הז • ) ( )P x t s x t P x s> + > = > 
 גאוסית/ כלליתפונקציית צפיפות נורמלית

 :                                                                    כללי
 

 
 
 

 :נוסחת התיקון
( )

( )

2,

( ) (

z N

a b b aP a z b P x

μ σ

)μ μ μφ φ
σ σ σ
− − −⎛ ⎞< < = < < = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∼

μ
σ
− 

 פונקציית צפיפות גאמה

( ) ( )

( )

1

0
1 !

0

,

r r x

X

x e
x

rf x
else

X Gamma r

λλ

λ

− −⎧ ⋅ ⋅
>⎪ −= ⎨

⎪
⎩

∼

1r =

( )

( )

2

22

2

( )
2

,

x

x
ef x

X

μ
σ

πσ
μ σ

− −

=

∼

 

,פונקציית צפיפות של סכום אקספוננציאלים •
 מתקבלת צפיפות עבור 

 .אקספוננציאלית רגילה
 

 

 12 מתוך 2עמוד 
 מימון-יניב בר



 104034 ' חהסתברותמבוא ל
 ח"חורף תשס

 פונקציית התפלגות
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 פונקציה אופיינית
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 קונבולוציה
:  הפעולה אינטגרביליות נתונות שתי פונקציות: הגדרה
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n nY Y n S n X X nf y y J y y f S y y=

( ) (, ,
T

X Y U V→ ,

 

2nעבור  • = :)( ) ( ) ( ( )), ,, , ,U V S X Yf u v J u v f S u v=

( )

 
1

( )
( ) ( ) 1,

, ,
,S T

X X U
X Y U V X YJ U V J U V

Y Y V VU V
U V X Y

−

−

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = = =

∂ ∂ ∂ ∂∂
∂ ∂ ∂ ∂

U

 

 
 התפלגות מותנית

 : אזי, מ" מ, מאורע  •

  :עבור בדיד

A( ) 0P A >X( ) ( ) { }( )
( )X A

P X x A
F x A P X x A

P A
< ∩

≡ < =

( ) ( ) ({ } )
( )Y A

P Y y A
P y A P y Y A

P A
= ∩

≡ = =

 : )רההגד • ) ( )X A X A
df x A F x A
dx

= 

( ) ( )X AE x A x f x A d
∞

−∞
= ⋅∫ x 

 ,:  אזיעל צפיפות משותפת א ב" ואם  •

ובהתאם

( ),X Y( ), ,X Yf x y( ) ( )
( )

, ,X Y
Y X

X

f x y
f y x

f x
=

 :( ) ( )Y XE Y x X y f y x dy
∞

−∞
= = ⋅∫

: ה

 

( ) ( C(נוסחאת התוחלת השלמ C( ) ( ) ( )E X E X A P A E X A P A= ⋅ + ⋅

: ) הצפיפות השלמה נוסחאת  ) ( ) ( )Y XY Xy f y x f x dx
∞

−∞
= ⋅∫f

)  :משפט ) ( ) ( )
( )

( )

, ,X Yf x y

YX Y
Y X

X

f x y f y
f y x

f x

⋅
=


������
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) :לקהמשפט ההח )( )E  E X Y EX=

 
 קווריאנס

( ) ( )(:הגדרה ), cov ,X Y X YX Y E X Yσ μ μ⎡ ⎤= = − −⎣ ⎦
 :2 2,EX EY

 

>חה כיבהנ ∞ < ∞ 
 :תכונות

( • ) ( )cov , var 0X X X= ≥ 

( ) ( )cov ,X • Y E XY EXEY= −

,X Y
 

: בלתי מתואמיםאם   • 
( ) ( )cov , 0X Y E XY EXEY= − =

2 2
X Y X Y

 
2σ σ σ+ = + 

( ) ( • ) (1 2 1 2cov , cov , cov , )X X Y X Y X Y+ = + 

( • ) (cov , cov ,a X Y a X Y⋅ = ⋅ ) 

( • ) (cov , cov , )X Y Y= X 

( • ) (cov , cov , )X C Y X Y+ = 

( • ) (var var var 2cov , )X Y X Y X+ = + + Y 

 , לכל:משפט

 צו

( )  ,X Y cov ,XY X YX Y σ σ= ≤

 :

σ

( ) ( ) ( ) covרה נוספת , cov , cov ,XY X Y X X Y Yσ = ≤ ⋅

 
 קורלציה

 :הגדרה
( )( ) ,

,

cov ,
, X Y

X Y
X Y X Y

X Y
corr X Y

σ
ρ

σ σ σ σ
= = =

⋅ ⋅

,X Ycov:0, 0X Yσ> >σ  מוגדרת רק אם בנוסף להנחה של ρ
 :תכונות
• ,1 1X Y− ρ≤ ≤

, ,X Y Y X

 
• ρ ρ=

( ), ,a X Y X Ysign a

 

ρ • ρ⋅ = ⋅

, ,X C Y X

 
• Yρ ρ+ = 
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 מימדית-צפיפות גאוסית רב
( 1( א" ו:הגדרה , ..., nX X

( )

  A נקרא גאוסי סימטרי אם קיימת מטריצה סימטרית 

):כך ש )1
2

Tx Ax

Xf x C e
−

= ⋅
G

G
G. 

. אלכסונית ↔ A ת"הרכיבים ב • 
. לתבנית ריבועית יכולה לשמש  A לא כל • 

  מוגדרת חיובית אAמטריצה :הגדרה

והשיוויון מתקיים רק עבור 

)ם  )1 , ..., nX X∀:,, 1
0nT

i j i ji j
x Ax a x x

=
= ≥∑

( ) ( )1 , ..., 0,...,0nX X = 

) ↔ צפיפות  :טענה ) ( )1
2

Tx Ax

Xf x C e
−

= ⋅
G

G
Gמוגדרת חיובית . A

0 מ כל הערכים העצמיים של"דרת חיובית אמ מוגAמטריצה  • A<
0
 

מטריצה A מ כל המינוריים הראשיים של" מוגדרת חיובית אמ  • A<
:תכונות

( 1( אם • , ..., nX Xאזי,  ווקטור גאוסי : 
 
 

  
 

)ם א • )1 , ..., nX X( )1
, ...,i ik

X X

( )1 , ..., nX XX

. גם יהיה ווקטור גאוסי סימטרי ווקטור גאוסי סימטרי אזי :k n⊂, 

Y ווקטור גאוסי סימט • M, ,  לא סינגולרית  מטריצM=רי 

: אזי

nה  n×( )det 0M ≠

( ) Yווקטור גאוסי סימטרי  :( ) ( ) (1 11
1 2det

T )M y A M

Y

const

f y C M e
− −−−=

��	�

y

 

2Bכך שוגדרת חיובית  מB יש מטריצה Aלכל מטריצה מוגדרת חיובית :מסקנה A← = 
1

2B A A≡ =
 

 
X ווקטור גאוסי סימסטרי עם AY A, N

1
2

M
X=

( )1 T
M − Yטריצה   ווקטור גאוסי עם מ( ) ( ) ( )1 1

2 2
1 11A M A A A I
− −− = =

1n  עבור  =
( )

( )1
2

2

2

1 1 1

0,

0,1

X N

A A X Nσ σσ

σ

= → = →

∼

∼
 

 יאנסמטריצת קוור

Xווקטור אקראי נגדיר את המטריצ   

 

nה  n×( ) 1
1

i j

n

ix xX
j

σ =
=

∑

, ,

XX XY XZ

YX YY YZX Y Z

ZX ZY ZZ

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟=⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 3nעבור  =:

 :תכונות
. מטריצה סימטרית • X∑ 
 .באלכסון מופיעות השונויות •

)גאוסי מ "מ )2
1 10,X N 1X−σ∼

# 
) גאוסי מ" מ )20,n nX N σ∼ nX−
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נהפוך כל 
חלק לחוד

): צירוף לינארי של הרכיבים (עבור  •

.מטריצת הקווריאנס מוגדרת אי שלילית: מסקנה

Z 1 1 ... n na X a X= + +

( ) ( )
,

2
1 1

1 1

,
1 1

var cov , cov , cov ,

i j

n n
n n

Z i i j ji j
i j

n n
T

i j i j X
i j

Z Z Z a X a X a a

a a a a

σ

σ

σ

= =
= =

= =

= = = = ⋅

⋅ =

∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑

���	�

0iEX

( )i j i jX X =
�


 
= ,: כתיבה אחרת של מטריצת הקווריאנס • 

( )( )TE
X

x EX X EX= − −∑ 

Y  יש מטריצת קווריאנס  Mאזי  : N NNN
T

X X
m n n mm m n n

XM-ו∑XX-אם ל • M
× ×× ×

∑ = ∑ =

 )לא בהכרח סימטרי(ווקטור גאוסי 

( ) ( ) ( )1
2

Tx A x

Xf x ce
μ μ− − −

=

1
X

 
 :תכונות
• A−∑ =

EX
 

• μ= 
 

) .אבל לא בהכרח להיפך, כלומר ,  בלתי מתואמיםת" ב) אם :הערה כללית ), ),X Y←X Y0XYσ =
  :שלבי פתרון

: לדוגמא עבור  .1 :A 2זיהויn =

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 2 2 21 11 ...22 2
, ,1

2

a x EX b y EY c x EX y EY a x b y c xy

X Y X Y

a c
f x ce A f x ce

c b
− ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − − ⋅ + ⋅ + ⋅ +⎛ ⎞

= ← = ← =⎜ ⎟
⎝ ⎠

)ק של הבעצם מספי(' י מציאת נקודות קריטיות של הפונק" עμו exp
1

.
 :זיהוי 

 : כללי להפיכת מטריצה

−A 2. Σ = ∑

  
  

 :הפיכת מטריצ

  

0 
 0

2ה  2×
1

d b
a b c a
c d ad bc

−
−⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎛ ⎞ ⎝ ⎠=⎜ ⎟ −⎝ ⎠

 :טרנספורמציה

: גמא לדו
a b

U aX bY V cX dY
c d
⎛ ⎞

= ← = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

M

U,  מתקבלטריצת הקווריאנס של  ומ Vfי"ת ע :
, ,

T

U V X Y

M M

a b a c
c d b d
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑
��	�
 ��	�
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 חזאי כללי
( ),X Yווקטור גאוסי , 

( )( ( )g x E Y X x= =h ( )) ( )( 2(: מתקיים כך שלכל  2
E Y g x E Y h x− ≤ −, 

  בלתי תלוייםאם  •

המינימום יושג עבו
( ,X Y←)g x const a= =

)ר  )a E Y= 
 חזאי לינארי אופטימלי

 " נתון עX באמצעות Yהחזאי הלינארי האפוטימלי של 

 :כתיבה אחרת

): י ),
2

ˆ X Y
L X

X

Y x
σ

μ Yμσ
= − +

( )ˆ
XL Y

XY
Y X

xY μμ ρ
σ σ

−−
=

  • .עבור ווקטור גאוסי החזאי האופטימלי הוא הלינארי
 idd-סדרת משתנים מקריים בלתי תלויים מפולגים זהה

 : נסמן באופן כללי

 

2vari iEX X= μ =σ

:נגדיר
1

,
n

n
n i n

i

SS X Y
n=

= =∑

1
2

2
2

1 1

1var var var var var var

n
n

n i n
i

n n
n

n i i n n
i i

ESES EX n EY
n

SS X X n Y S
n n

μ μ

n
σσ

=

= =

= = → = =

⎛ ⎞= = = → = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑ =
 

 
 חוק המספרים הגדולים

)  סדרה של משתנים מקריים תהי ) 1i i
X ∞

=
iidאזי לכ  

  בהסתברותכלומר 

limל  0 : 0n

n

SP
n

μ δ δ
→∞

⎛ ⎞
− > = >⎜ ⎟

⎝ ⎠
nnS

n
→∞⎯⎯⎯→μ

 
 משפט הגבול המרכזי

( 2. לגים זההiXיהי  מ בלתי תלויים מפו" סדרה של מ(

1
; ; var

n

n i n n
i

S X EX Xμ σ
=

= = =∑

)נניח  .א )20, 0nnS N
n

σ μ→∞⎯⎯⎯→ ←  .בהתפלגות=

nSכלומר פונקציית ההתפלגות האופייניות של 
n( )20,N  שואפות לזו של σ

): כלליμ  .ב )20,nnS n N
n
μ− →∞ σ⎯⎯⎯→ 

( )0,1nnS n N
n

μ−
σ

→∞⎯⎯⎯→
⋅

 

 
2σ μ ושונות מ בעל תוחלת " מ  ויש סיבה להתייחס אליו כסכום של מספר גדול של Xאם : משמעות

ddiאזי  :( )2,X N. μ σ≈
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