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 ןמבחסיכום ל ' –ת2א "חדו
 אלגברה של וקטורים

 .י מספר"מושג המוגדר ע –סקלר 

 .י גודל וכיוון וגם מגמה"מושג המוגדר ע –וקטור 

 .אותו כיוון ואותה מגמה, שני וקטורים יקראו שווים אם יש להם אותו גודל: הגדרה

 (.לוקטור אין נקודת התחלה)

 .פרופורציונאלייםם הם "שני וקטורים הם מקבילים אם: משפט

 (.נקראים וקטורים קולינאריים) ם הם פרופורציונאליים"שני וקטורים תלויים לינארית אם: משפט

 .ל"ם הם ת"נמצאים במישור אחד אם 0שלושה וקטורים שונים מ < -

 :(נובע ממשפט פיתגורס)משפט 

 a   =  a1
2 + a2

2 + a3
2 

 :גודלו. aשכיוונו ככיוון  וקטורזהו  aעל הוקטור  bההיטל של הוקטור : היטל

 b    cosθ  

 .אם הזווית כהה aומנוגדת ממגמת . אם הזווית חדה aומגמתו כמגמת 

 :נסמן

P   a   b   =  b   cosθ ∙
a  

 a   
 

 :סקלריתמכפלה 

 :מכך נובע. עליו bכפול אורך ההיטל של  aערכו המוחלט הוא האורך של : הגדרה

a  ∙ b  =  a    b   cosθ 

 .ניצביםאו שהם  0ם אחד מהם "םא 0פלה סקלרית שווה כמ: משפט

 שוורץ-אי שוויון קושי

 :אז, 0וקטורים שונים מ a,bיהיו 

 a  ∙ b   ≤  a    b    

 .קולינאריים a,bם "ושוויון מתקיים אם

 מכפלה וקטורית במרחב

 .a,bהוא שטח המקבילית הנבנית על הוקטורים  תגודל המכפלה הוקטורי

 .a,b,axbהמגמה היא שלישיה ימנית של . a,bהכיוון ניצב למישור שמכיל את 

 a  × b   =  a    b   sinθ 

 :משפט

a  × b  = det  
i     j     k 

a1 a2 a3

b1  b2  b3

  

 ממדי-מכפלה מעורבת במרחב התלת

 .סקלר

 .a,b,cהגודל שווה לנפח המקבילון הנבנה על הוקטורים 

(a  × b  ) ∙ c = det  

a1 a2 a3

b1  b2  b3

c1 c2 c3
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 במרחבומשטחים גאומטריה אנליטית של ישרים 

 מישור

 .נקודות 3העובר דרך מישור . י נקודה ווקטור ניצב"נקבע ע

 :לקיים תכל נקודה על המישור חייב

A x − x0 + B y − y0 + C z − z0 = 0 

Ax + By + Cz + D = 0 

 :ווקטור הנורמל למישור מקיים

N   = (A, B, C) 

 קו ישר

 .נקודה וכיוון

 :ואז הצגה קנונית, הצגה פרמטרית של ישר

x = x1 + at , y = y1 + bt , z = z1 + ct 
x − x1

a
=

y − y1

b
=

z − z1

c
 

 מרחק מנקודה לישר

 .המקבילית שבנויה מנקודה כלשהי על הישר לנקודה הנתונהגובה 

d =
|M1M0
            × a  |

 a   
 

 מרחק נקודה ממישור

 .על וקטור הנורמל( נקודה כלשהי במישור לנקודה הנתונה)אורך ההיטל של 

d =
|M1M0
            ∙ N   |

 N    
=

|Ax + By + Cz + D|

 A2 + B2 + C2
 

 :מרחק של מישור מהראשית

d =
|D|

 N    
=

|D|

 A2 + B2 + C2
 

 "כל משוואה מורידה מימד"

 (.שהוא חד ממדי)כ יגדירו ישר "התלת מימדי שתי משוואת בדבמימד 

 

 מצבים הדדים בין מישורים וישרים

 .יםכשני מישורים הם מקבילים או נחת

 .ם הנורמלים שלהם מקבילים"שני מישורים הם מקבילים אם

 :הזווית בין מישורים מוגדרת כזווית החדה שביניהם

cosθ =
|N1
     ∙ N2

     |

 N1
       N2

      
 

 מצבים הדדים בין ישרים

 .נחתכים או מצטלבים, מקבילים

 .ם הכיוונים שלהם מקבילים"שני ישרים הם מקבילים אם

 0הוא ( נפח מקבילון( )=וקטור של שתי נקודות כלשהן)אם המכפלה המעורבת של הישרים עם 

 .אחרת מצטלבים. אז הם נחתכים

 :גובה המקבילון? מהו המרחק ביניהם -אם מצטלבים 

d =
  a1    × a2     ∙ M1M2

             

  a1    × a2                         
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 עקומים ריבועיים+ ים ריבועיים משטח

ax2 + by2 + cz2 = d 

d c b a צורת המשטח 

 אליפסואיד + + + +
 ספרה a=b=cאם 

היפרבלואיד חד  + + - +

 יריעתי

 חרוט דו צדדי + + - 0

 היפברלואיד דו יריעתי + + - -

 
ax2 + by2 = cz 

c b a צורת המשטח 

 פרבולואיד אליפטי + + +

  היפרבוליפרבולואיד  + - +

ax2 + by2 = c 

c b a צורת העקום 

 אליפסה + + +
 - - - מעגל a=bאם 

 Xהיפרבולה על ציר  + - +

- + - 

 Yהיפרבולה על ציר  - + +

- - + 

 קבוצה ריקה + + -

+ - - 

 נקודה בודדת + + 0

0 - - 

 שני קווים ישרים - + 0

0 - + 

שני קווים ישרים  0 + +

 0 - - מקבילים

 קבוצה ריקה 0 + -

+ - 0 

 Xציר  0 + 0

0 - 0  
 (פני כדור)ספירה 

 x − x0 
2 +  y − y0 

2 +  z − z0 
2 = R2 

 

 
 

 

 
 

 

 אליפסואיד
 x−x0 2

a2 +
 y−y0 2

b2 +
 z−z0 2

c2 = 1 

 

 

 פרבולואיד היפרבולי

±(z − z0) =
x2

a2
−

y2

b2
 

 

 
 

 

 
 

 פרבולואיד

z − z0 =
x2

a2
+

y2

b2
 

 

 היפרבולואיד חד יריעתי
x2 + y2 − z2 = 1 

 
 

 
 

 

 

 היפרבולואיד דו יריעתי
x2 + y2 − z2 = −1 

 
 

 
 

 חרוט
x2 + y2 = z2 

 

 
 

 
 

 

 משטחים גליליים
 אחד המשתנים לא משתתף במשוואה. 
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 גבולות

 :הגדרת הגבול

 :נאמר כי

lim
n→∞

xn     = L   

 אם לכל

ε > 0 

 :n>Nכך שלכל  Nקיים 

 Xn
     − L   < 𝜀 

 :משפט

מקביל לישר  r'(t0)אזי הוקטור . 0שונה מ r'(t0)נניח ש . של עקום גזירה פרמטריזציה r(t)אם 

 .r(t0)' המשיק לעקום בנק

 (.תנאי מספיק ולא הכרחי)

 (.לפרמטריזציה הזאת) חלקאזי העקום נקרא עקום  tאם מתקיים לכל 

 

 מטריקות

E – האוקלידית: 

d A, B =  A   − B    =   a1 − b1 
2 +  a2 − b2 

2 

 :מטריקת הערך המוחלט

d A, B =  A   − B    =  a1 − b1 +  a2 − b2  

 :מטריקת המקסימום

d A, B =  A   − B    = max⁡{ a1 − b1 ,  a2 − b2 } 

 נקודה פנימית

 .Aסביבה שלה שכולה מוכלת ב  קיימתאם  Aאומרים שנקודה היא נקודה פנימית של 

 קבוצה פתוחה

 .אומרים שקבוצה היא פתוחה אם כל הנקודות שבה הן פנימיות

 נקודת שפה

ונקודות  Aסביבה שלה יש נקודות ששייכות ל  בכלאם  Aאומרים שנקודה היא נקודת שפה של 

 .(השפה לא חייבת להיות חלק מהקבוצה) Aשלא שייכות ל 

 נקודת הצטברות

נקודה אחת פרט  קיימתסביבה שלה  בכלאם  Aאומרים שנקודה היא נקודת הצטברות של 

 .Aהשייכת ל , ל"לנקודה הנ

 

 קבוצה סגורה

 .זוהי קבוצה שמכילה את כל נקודות השפה שלה

 

 .המשלים שלה פתוחם "קבוצה היא סגורה אם :משפט

 

 ווירשטראס-משפט בולצאנו

 .נקודת הצטברותלכל קבוצת נקודות אינסופית וחסומה יש 

 

 .ם היא מכילה את כל נקודות ההצטברות שלה"קבוצה היא סגורה אם :משפט

נקראת קבוצה ( ששייך לקבוצה, סופי)קבוצה שבה לכל סדרת קושי יש גבול  :הגדרה

 .קומפקטית

 .ם היא סגורה וחסומה"קומפקטית אםקבוצה היא  :משפט

 :אזי. Mk=(Xk,Yk)נסמן . R2סדרת נקודות ב  {Mk}תהי  :משפט

lim
k→∞

Mk = L(dx , dy ) 

 :ם"אם

xk → dx  

yk → dy 
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 (2דוגמה עבור )הגדרת הגבול לכמה משתנים 

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = lim
 x,y →(x0 ,y0)

f(x, y) = L 

∀ε > 0 , ∃δ ε > 0, 0 < 𝑑  x, y ,  x0, y0  < 𝛿 

→  f x, y − L < 𝜀 

עד כדי  Lקרוב ל  f(x,y)עד כדי דלתה אז ערך הפונקציה  (x0,y0)' קרובה לנק (x,y)אם הנקודה "

 ".אפסילון

 

 :אם קיים הגבול: משפט

lim
 x,y →(x0 ,y0)

f(x, y) = L 

 :המקיים fבתחום ההגדרה של  (x(t),y(t))אז לאורך כל מסלול 

lim
t→t0

x(t) = x0, lim
t→t0

y(t) = y0 

 :וגם

∀t ≠ t0: x t ≠ x0 , y(t) ≠ y0 

 :יאז

lim
t→t0

f(x(t), y(t)) = L 

 .אם נמצא שני מסלולים שלאורכם מתקבלים גבולות שונים אז לפונקציה אין גבול: מסקנה

 

 :משפט

 :ניתן לרשום אם

f x, y = g x, y ∙ h x, y  

 :ומתקיים (x0,y0)חסומה בסביבת  g(x,y)כך ש 

lim
x→x0
y→y0

h(x, y) = 0  

 :יאז

lim
x→x0
y→y0

f x, y = 0 

 :שימוש ב. 'הסנדוויץכלל 

 
ab

a2 + b2
  <

1

2
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 רציפות

f(x,y)  רציפה ב(x0,y0) ם"אם: 

1. f(x0,y0) קיימת. 

 :קיים .2

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑓 𝑥, 𝑦  

3.  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

 .Aרציפה בכל נקודה ב  fם "אם Aרציפה בקבוצה  f :הגדרה

 

 :תכונות בסיסיות של פונקציות רציפות

 .אריתמטיקה של פונקציות רציפות .1

 .f(x,y)>0שבתוכה  (x0,y0)אז קיימת סביבה של  f(x0,y0)>0וגם  (x0,y0)רציפה ב  fאם  .2

 .הרכבה של פונקציות רציפות .3

 r(t)עקום  ניתן למצוא Dב  A,Bנקודות  2 לכלקשירה אם  Dאומרים ש , קבוצה Dתהי  :הגדרה

 .a<=t<=bלכל  Dמוכל ב  r(t)וכך ש , r(b)=B,r(a)=A: שמקיים

 .תחום –שם של קבוצה פתוחה וקשירה 

 

 משפט ערך הביניים

 .Dשתי נקודות ב  A,Bתהיינה . Dב  רציפה fותהי  Rnב  קשירהקבוצה  Dתהי 

 f(c)=mכך ש  Dבתחום , c, אחת לפחות' אזי קיימת נק, f(B)ל  f(A)מספר בין  mיהי 

 .המשפט איננו נכון אם התחום איננו קשיר

 

 ווירשטראס

 :אזי. Dרציפה ב  f:D->Rותהי ( Rnסגורה וחסומה ב )=קבוצה קומפקטית  Dתהי 

I f  חסומה בD. 

II f  מקבלת בD את ערכיה האקסטרמליים. 
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 נגזרות 

 נגזרות חלקיות –ה הגדר

 .Dפנימית ל  (x0,y0)ותהי  f:D->Rתהי 

 :אם קיים הגבול

𝑙𝑖𝑚
𝑕→0

𝑓 𝑥0 + 𝑕, 𝑦0 − 𝑓 𝑥0 , 𝑦0 

𝑕
= 𝑓1 𝑥0 , 𝑦0 = 𝑓𝑥 𝑥0 , 𝑦0 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥0 , 𝑦0  

 .לפי המשתנה הראשון שלה fהנגזרת החלקית של : אז אנו נקרא לו

בנקודה , y=y0עם המישור  z=f(x,y)זהו שיפוע הישר המשיק לעקום החיתוך של המשטח "

(x0,y0)." 

 

 משפט

 :אז נוסחתו היא (x0,y0,f(x0,y0))' יש מישור משיק בנק z=f(x,y)אם לגרף 

𝑧 = 𝑓 𝑥0 , 𝑦0 + 𝑓𝑥 𝑥0 , 𝑦0  𝑥 − 𝑥0 + 𝑓𝑦 𝑥0 , 𝑦0   𝑦 − 𝑦0  

 

 (דיפרנציאביליות)ת גזירו –הגדרה 

f(x,y) גזירה בנק '(x0,y0)  אם קיימים קבועיםA,B ופונקציה: 

𝜀(𝑥, 𝑦) 

 :שמקיימת

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝜀(𝑥, 𝑦) = 0 

 :כך ש

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥0 , 𝑦0 + 𝐴 𝑥 − 𝑥0 + 𝐵 𝑦 − 𝑦0 + 𝜀 𝑥, 𝑦   𝑥 − 𝑥0 
2 +  𝑦 − 𝑦0 

2 

𝐴 𝑥 − 𝑥0 + 𝐵 𝑦 − 𝑦0 =  𝐴 𝐵  
𝑥 − 𝑥0

𝑦 − 𝑦0
 = 𝛻𝑓(𝑥, 𝑦)  

𝑥 − 𝑥0

𝑦 − 𝑦0
  

 

 :ם"אם (x0,y0,f(x0,y0))' בנק( הנגזרת)משיק  ריש מישו z=f(x,y)למשטח  :משפט

f  גזירה ב(x0,y0). 

 

 :אז (x0,y0)גזירה ב  Fאם 

1. F  רציפה ב(x0,y0). 

2. F ח ב "בעלת נ(x0,y0). 

 

 !גזירה Fאז  (x0,y0)ב  רציפותח "בעלת נ Fאם 

 

 כלל השרשרת

 :וכך ש t0גזירות ב  x(t),y(t)ותהיינה  (x0,y0)גזירה ב  f(x,y)תהי 

x(t0)=x0 

y(t0)=y0 

 :הפונקציה המורכבת F(t)תהי 

𝐹 𝑡 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡   

 :אזי

1. F(t)  גזירה בt0. 

 :מתקיים .2

𝐹′ 𝑡0 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥0, 𝑦0 

𝑓𝑥

𝑑𝑡
 𝑡0 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥0 , 𝑦0 

𝑓𝑦

𝑑𝑡
 𝑡0  
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 נגזרת מכוונת

 הגדרה

 :וסביבתה ויהי (x0,y0)מוגדרת בנקודה  f(x,y)תהי 

𝑛 =  𝑛1, 𝑛2 = (𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑠𝑖𝑛 𝛼) 

 .וקטור יחידה

 :אם קיים הגבול

𝑙𝑖𝑚
𝑕→0

𝑓 𝑥0 + 𝑕𝑛1, 𝑦0 + 𝑕𝑛2 − 𝑓 𝑥0 , 𝑦0 

𝑕
=

𝜕𝑓

𝜕𝑛
 𝑥0 , 𝑦0  

 .nבכיוון  (x0,y0)' בנק fשל הפונקציה  הנגזרת המכוונתאז נקרא לו 

 (.הנגזרות החלקיות הן מקרה פרטי של הנגזרת המכוונת)

 ווקטור הכיוון חשוב לנרמל את 

 

 משפט
𝜕𝑓

𝜕𝑛
 𝑥0 , 𝑦0 =

𝑑

𝑑𝑡
[𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑛1 , 𝑦0 + 𝑡𝑛2)] 

 .מין קייםבתנאי שאגף י

 

 :ומתקיים, nקיימת נגזרת מכוונת בכל כיוון  fל  אזי (x0,y0)גזירה ב  f(x,y)תהי  משפט

𝜕𝑓

𝜕𝑛
 𝑥0 , 𝑦0 = 𝛻  𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ 𝑛  

 ".ת החלקיותושל הנגזר ליניאריתהיא קומבינציה , הנגזרת המכוונת של פונקציה גזירה"

 

שיכולה לקבל נגזרת המכוונת  המקסימאליאז הערך , (x0,y0,z0)גזירה ב  f(x,y,z)אם  משפט

 .מתקבל בכיוון הגרדיאנט שלה (x0,y0,z0)' שלה בנק

 ".כיוון המנוגד יורדת בקצב המירביב, המרביבכיוון הגרדיאנט הפונקציה גדלה בקצב "

 

 נגזרת מסדר גבוה

 שוורץ-משפט אויילר

 :וכך ש, וסביבתה (x0,y0)מוגדרת ב  f(x,y)תהי 

fx,fy,fxy,fyx  כולן רציפות ב(x0,y0) אזי. וסביבתה: 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 𝑥0 , 𝑦0 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 𝑥0 , 𝑦0  

 

 כלל לייבניץ לגזירה תחת סימן האינטגרל

 אם

𝑓 𝑥, 𝑦  ,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦  

 :אזי הפונקציה. [a,b]פונקציות גזירות שערכיהן נמצאים בתחום  u(y),v(y)ואם . רציפות במלבן

𝐹 𝑦 =  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝑣(𝑦)

𝑢(𝑦)

 

 :ונגזרתה, במלבן גזירה

𝐹′  𝑦 =  
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝑣 𝑦 

𝑢 𝑦 

+ 𝑓 𝑣 𝑦 , 𝑦 𝑣′  𝑦 − 𝑓 𝑢 𝑦 , 𝑦 𝑢′(𝑦) 

  

 P0פונקציות מוגדרות ב     

 
 

פונקציות  

 P0רציפות ב 
פונקציות 

ח ב "בעלות נ

P0 
פונקציות 

גזירות ב 

P0 
 

פונקציות 

ח "בעלות נ

 P0רציפות ב 
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 משפט הפונקציות הסתומות

 :F(x,y,z)=0מתוך  zחילוץ של ניסוח עבור 

 :ונניח, ובסביבתה (x0,y0,z0)' מוגדרת בנק F(x,y,z)תהי 

1. F(x0,y0,z0)=0 

2. F  שייכת לC1 בנק '(x0,y0,z0) ובסביבתה. 

3.  

𝜕𝐹

𝜕𝒛
(𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0) ≠ 0 

 :אזי

 z=f(x,y)מגדירה פונקציה יחידה  F(x,y,z)=0שבה המשוואה  (x0,y0,z0)קיימת סביבה של 

 :שמקיימת

 :(x0,y0)בסביבת  (x,y)לכל  .א

𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑓 𝑥, 𝑦  ≡ 0 

 f(x0,y0)=z0 .ב

 .ובסביבתה (x0,y0)רציפה ב  f .ג

 :ומתקיים, ובסביבתה (x0,y0)גזירה ברציפות ב  f .ד

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑥0 , 𝑦0 = −

𝜕𝐹
𝜕𝑥

 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0 

𝜕𝐹
𝜕𝑧

 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0 
            

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑥0 , 𝑦0 = −

𝜕𝐹
𝜕𝑦

 𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0 

𝜕𝐹
𝜕𝑧

 𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0 
  

 משפט

 :ובסביבתה ונניח (x0,y0,z0)' בנק C1שייכת ל  Fתהי 

1. F(x0,y0,z0)=0 

2.  

𝛻  𝐹(𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0) ≠ 0   

 :י"והוא נתון ע (x0,y0,z0)' יש מישור משיק בנק F(x,y,z)=0אזי למשטח 

𝐹𝑥 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0  𝑥 − 𝑥0 + 𝐹𝑦 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0  𝑦 − 𝑦0 + 𝐹𝑧 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0  𝑧 − 𝑧0 = 0 

הגרדיאנט בנקודה ניצב למשטח . בנקודה F(x,y,z)=0הגרדיאנט בנקודה ניצב למשטח  וגם

 .שעובר בנקודה Fהרמה של 

 

 .0והגרדיאנט בנקודה שונה מ . ובסביבתה (x0,y0,z0)ב  C1פונקציה שייכת ל  F(x,y,z)תהי 

 .(x0,y0,z0)שעובר בנקודה  F(x,y,z)=0עקום חלק שמוכל כולו במשטח  Lויהי 

 .זו' בנקודה מוכל במישור המשיק למשטח בנק Lהישר המשיק לעקום  אזי
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 בעיות קיצון של פונקציות במספר משתנים

אם קיימת סביבה של  (x0,y0)' בנק ימקסימאליש ערך  f(x,y)אומרים שלפונקציה   -הגדרה

(x0,y0) שבתוכה: 

𝑓 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑓 𝑥0 , 𝑦0  

 (.מינימום או מקסימום)הנקודה נקראת נקודת אקסטרמום 

 משפט

 .(x0,y0)' ת החלקיות בנקונגזרהקיימות כל  f(x,y)נניח כי לפונקציה 

 .(x0,y0)מקבלת ערך אקסטרמלי ב  fונניח שידוע ש 

 .החלקיות הללו מתאפסותת וכל הנגזר אזי בהכרח

 

 נקודות חשודות –הגדרה 

 :אם f(x,y)של  חשודה לאקסטרמוםנקודה  (x0,y0)אומרים ש 

 (.נקודה קריטית)=ח קיימות ומתאפסות שם "כל הנ .א

 .לא קיימת( לפחות)ח אחת "נ .ב

 'שיטת כופלי לגרנז

 ".מקבילים( השביל) gו ( ההר) fבנקודה הכי גבוהה על השביל הגרדיאנטים של "

 'משפט כופלי לגרנז

 .ואילוץ אחד f(x,y,z)ניסוח עבור 

 :ונניח שמתקיים, ובסביבתה (x0,y0,z0)ומוגדרות בנקודה  C1שייכות ל  f(x,y,z) , g(x,y,z)תהיינה 

1. g(x0,y0,z0)=0 

2.  

𝛻  𝑔 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0 ≠ 0   

אז  g(x,y,z)=0בכפוף לאילוץ  (x0,y0,z0)' יש ערך אקסטרמלי בנק f(x,y,z)אם לפונקציה 

 :קיים קבוע כך ש בהכרח

𝛻  𝑓 𝑥0 , 𝑦0 , 𝑧0 + 𝛽𝛻  𝑔 𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0 = 0   

 קריטיות' מציאת נק

 (.בלי קשר לתחום) fקריטיות של ' מוצאים נק .1

 (.אילוץ)=השפה  על fקריטיות של ' קמוצאים נ .2

 .נקודות חשודות+ מוסיפים לרשימה נקודות קצה  .3

 קריטיות' מיון נק

𝑓𝑥𝑥 > 0, ∆> 0 → 𝑚𝑖𝑛 

𝑓𝑥𝑥 < 0, ∆> 0 → 𝑚𝑎𝑥 

∆< 0 → 𝑠𝑎𝑑𝑑𝑙𝑒 

∆= 0 𝑡𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑙𝑒𝑑 

 משפט טיילור במספר משתנים

 :אזי, ובסביבתה (x0,y0)בנקודה  n+1בעלת נגזרות חלקיות רציפות עד לסדר  f(x,y)תהי 

𝑓 𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆𝑦 = 

= 𝑓 𝑥0 , 𝑦0 + 

+
1

1!
 𝑓𝑥 𝑥0 , 𝑦0 ∆𝑥 + 𝑓𝑦 𝑥0 , 𝑦0 ∆𝑦 + 

+
1

2!
 𝑓𝑥𝑥  𝑥0 , 𝑦0 ∆𝑥2 + 2𝑓𝑥𝑦  𝑥0 , 𝑦0 ∆𝑥∆𝑦 + 𝑓𝑦𝑦  𝑥0 , 𝑦0 ∆𝑦2 + ⋯ + 

+
1

𝑛!
 𝑓𝑥𝑛  𝑥0 , 𝑦0 ∆𝑥𝑛 +  

𝑛
1
 𝑓𝑥𝑛−1𝑦 𝑥0, 𝑦0 ∆𝑥𝑛−1∆𝑦 + ⋯  + 𝑅𝑛  

𝑅𝑛 =
1

 𝑛 + 1 !

 𝑑𝑛+1

𝑑𝑡𝑛+1
 𝑓 𝑥0 + 𝑡∆𝑥, 𝑦0 + 𝑡∆𝑦   𝑡=𝜏   

 :בכתיבה מקוצרת

𝑓 𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆y = 𝑓 𝑥0, 𝑦0 +  
1

𝑘!
  𝑥 − 𝑥0 

𝜕

𝜕𝑥
+  𝑦 − 𝑦0 

𝜕

𝜕𝑦
 
𝑘

𝑓 𝑥0 , 𝑦0 

𝑛

𝑘=1

+ 𝑅𝑛  

  יחידפולינום טיילור של פונקציה הוא. 
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 אינטגרלים במספר משתנים

 אינטגרל כפול

: משמעויות

 .נפח. 1

 .(פלטה)מסה של טבלה . 2

אי רציפות  ודותאם לקבוצת נק Dבתחום  כמעט בכל מקוםרציפה  f(x,y)אומרים ש  – הגדרה

 .0יש שטח  Fשל 

 .Dאינטגרבילית ב  Fאזי  Dרציפה כמעט בכל מקום וחסומה ב  Fאם  – משפט

 שינוי משתנים באינטגרל כפול

 נניח שהעתקה – משפט

𝑇   𝑢, 𝑣 =  𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣   

: מקיימת

1 .T  העתקהC1  בתחוםD  במישורuv. 

2 .T  מ  ע"חחהעתקהD'  לD ( במישורxy.) 

 :מתקיים 'Dבכל . 3

𝐽 = 𝑑𝑒𝑡  
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
 ≠ 0 

 .Dרציפה ב  f(x,y) יוכן נניח כ

 :אזי

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝐷

 𝑓 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣) ∙  𝑑𝑒𝑡⁡ 
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
  𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐷′

 

 :אז נשתמש ב u(x,y),v(x,y)אם יודעים דווקא את 
1

𝐽
= 𝑑𝑒𝑡⁡ 

𝜕(𝑢, 𝑣)

𝜕(𝑥, 𝑦)
  

 הגדרה

D  פשוט ביחס לציר יקרא תחוםy ,אם ניתן לכתוב אותו בצורה: 

𝐷 =   𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑔1 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2 𝑥   

 .[a,b]רציפות בקטע  g1,g2כאשר 

 (:משפט)במקרה זה 

 𝑓 x, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝐷

 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 𝑓(𝑥, 𝑦)𝒅𝒚

𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

 

 .xיר תחום פשוט ביחס לציר דובאופן דומה אפשר להג

 .אינטגרל נשנהי "חישוב אינטגרל כפול ע –המשמעות 

 משפט פוביני

 :אז x[c,d][a,b]במלבן  רציפה f(x,y)אם 

   𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎

   𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

 :f(x,y)=g(x)h(y)בפרט אם 

  𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

=  𝑔 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

∙  𝑕 𝑦 𝑑𝑦

𝑑

𝑐

 

 

 .טריוויאלי –מעבר לקורדינטיות מעגליות 
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 אינטגרל משולש

 :משמעויות

 .נפח גוף .1

 (:נפח' מסה ליח)עלת צפיפות נתונה מימדי ב-של גוף תלת( M)מסה  .2

𝑀 =  𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉

 

 (:xדוגמה לקורדינטת ) fשל גוף תלת מימדי בעל צפיפות  –מרכז מסה  .3

𝑥𝑐𝑚 =
1

𝑀
 𝑥 ∙ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉

 

 שיטת הפרוסות

 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉

=  𝑑𝑧

𝑏

𝑎

 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑧

 

Dz –  פרוסה שבהz=z0. 

 שיטת המלבנים

 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉

=  𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑏(𝑥,𝑦)

𝑎(𝑥,𝑦)

 

D –  ההיטל שלV  על מישורxy. 

 

 .טריוויאלי –קורדינטות גליליות 

 :קורדינטות כדוריות

𝑥 = 𝑟 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

𝑦 = 𝑟 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

𝑧 = 𝑟 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

→ 𝐽 = 𝑟2 ∙ 𝑠𝑖𝑛⁡(𝜑) 

r –  (.שלילי-תמיד אי)המרחק מן הראשית 

 .פאי 2מוגבלת לתחום שאורכו . החיובי xהנמדדת מציר  xyהזווית במישור  –טטא 

 .ל פאי לכל היותר 0בין . החיובי zהזווית הנמדדת מציר  –פי 

 

 אינטגרל קווי

 משפט

 (.גזירות ברציפות x(t),y(t),z(t)) גזירה ברציפותי פרמטריזציה "עקום שנתון ע Cיהי 

 :י"בעל אורך ואורכו נתון ע Cאזי 

𝐿 =  𝑑𝑟

𝐶

=   𝑟 ′ 𝑡  𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝑟  𝑡 =  𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑦 , 𝑧 𝑡   

 Iאינטגרל קווי מסוג 

 "מחשבים את השטח שנוצר בין העקום וגרף הפונקציה"

 :בהינתן

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ 

 :עם פרמטריזציה Cועקום 

𝑟  𝑡 , 𝑡 ∈  𝑎, 𝑏  

 𝑓𝑑𝑟

𝐶

=  𝑓(𝑟  𝑡 ) ∙ |𝑟 ′ 𝑡 |𝑑𝑡

𝑏

𝑎
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 "Cלאורך העקום  Fבהעברת חלקיק בתוך השדה  העבודה"  -IIאינטגרל קווי מסוג 

 :בהינתן

𝐹: ℝ𝑛 → ℝ𝑛  

 :עם פרמטריזציה חלק Cועקום 

𝑟  𝑡 , 𝑡 ∈  𝑎, 𝑏  

 𝐹 ∙ 𝑑𝑟 

𝐶

=  𝐹  𝑟  𝑡  ∙ 𝑟 ′ 𝑡 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

𝐹  𝑥, 𝑦, 𝑧 =  𝑃, 𝑄, 𝑅  

𝑑𝑟 =  𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧  

𝐹 ∙ 𝑑𝑟 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 

 .אוריינטציה על עקום שפה של תחום  -הגדרה

 .Dאת העקום השפה של  Cתחום ונסמן ב  Dיהי 

 .נמצא משמאל לכיוון ההתקדמות Dאם התחום , אוריינטציה חיובית Cנאמר של 

 (לאינטגרל כפול IIהקשר בין אינטגרל קווי ) משפט גרין

1. D  (.כלומר אין בו חורים)פשוט קשר תחום 

2. C שפת  שהוא, חלק למקוטעין, עקום סגורD ,עם אוריינטציה חיובית. 

 תהיינה .3

𝑃, 𝑄, 𝑃𝑦 , 𝑄𝑥 : ℝ2 → ℝ 

 .Cושפתו  Dמוגדרות ורציפות בתחום פתוח המכיל את 

 :אזי

 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

𝐶

=   𝑄𝑥 − 𝑃𝑦  𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

 

 :נקבל שאגף שמאל שווה F=(P,Q)עבור שדה 

 𝐹 ∙ 𝑑𝑟 

𝐶

 

 :למשל .Dנקבל שתוצאת האינטגרל תיתן את השטח של  Qx-Py=1עבור : מקרה פרטי

𝐹 =  −
1

2
𝑦,

1

2
𝑥  

 אינטגרל משטחי

 הגדרה

 :שנתון על ידי פרמטריזציה Sשטח של משטח 

𝑅   𝑢, 𝑣 =  𝑥 𝑢, 𝑣 , 𝑦 𝑢, 𝑣 , 𝑧 𝑢, 𝑣     𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷 

 :נתון על ידי הנוסחא

 𝑑𝑆

𝑆

=  |𝑅  𝑢 × 𝑅  𝑣|𝑑𝑢d𝑣

𝐷

 

 Iאינטגרל משטחי מן הסוג ה 

𝑓: ℝ3 → ℝ 

 𝑓𝑑𝑆

𝑆

=  𝑓  𝑅   𝑢, 𝑣  ∙ |𝑅  𝑢 × 𝑅  𝑣|𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐷

  

 .נקבל את שטח המשטח f=1עבור 

 .f( שטח' מסה ליח)בעל צפיפות , Sזוהי מסה של משטח : משמעות

 ה היפוך כיוון הנורמל אינו משפיע על ערכו של האינטגרל המשטחי I 

 :מקרה פרטי עבור משטח שהוא גרף

 𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒙, 𝒛  𝒅𝑺

𝑺

=  𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛(𝒙, 𝒚) ∙  𝟏 + 𝒛𝒙
𝟐 + 𝒛𝒚

𝟐𝒅𝒙𝒅𝒚

𝑫
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 IIאינטגרל משטחי מן הסוג ה 

𝐹: ℝ3 → ℝ3  

 𝐹 ∙ 𝑑𝑆 

𝑆

=  𝐹 ∙ 𝑛 𝑑𝑆

𝑆

=  𝐹  𝑅   𝑢, 𝑣  ∙  𝑅  𝑢 × 𝑅  𝑣 𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐷

  

 .Sדרך המשטח  Fשל השדה  שטף: משמעות פיסיקלית

 :עבור גרף

 𝑭   ∙ 𝒏 𝒅𝑺

𝑺

=  𝑭    𝒙, 𝒚, 𝒛 𝒙, 𝒚  ∙  −𝒛𝒙, −𝒛𝒚, 𝟏 𝒅𝒙𝒅𝒚

𝑫

 

 nablaאופרטור 

𝛻  = (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) 

 :אזי, (פעמיים, לשורה השנייה) גזירה fתהי 

𝐺𝑟𝑎𝑑 𝑓 = 𝛻  𝑓 = (𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 , 𝑓𝑧) 

𝐿𝑎𝑝l f = ∇   ∙  ∇   f = ∇2f = ∆f = fxx + fyy + fzz  

 

 :F=(P,Q,R)תהי 

Div F  = ∇   ∙ F  =  
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
 ∙  P, Q, R = Px + Qy + Rz  

Rot F  = ∇   × F  =   

i j k 

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

  =  Ry − Qz , Pz − Rx , Qx − Py   

 :שמות

 :שדה חסר מקורות

∇   ∙ F  ≡ 0 

 :שדה חסר מערבולות

∇   × F  ≡ 0   

 (למשולש IIקשר בין משטחי ) גאוסשל  Divמשפט ה 

1. V תחומים פשוטיםשהוא איחוד של מספר סופי של  ,תחום סגור וחסום. 

2. S  משטח השפה שלV כך שהנורמל למשטח פונה כלפי חוץ. 

3. F(x,y,z)=(P,Q,R)  גזירה ברציפות(P,Q,R גזירות ברציפות ) בתחוםV  ובS. 

 :אזי

 F  ∙ n dS

S

=  ∇   ∙ F  dxdydz

V

 

 (IIלמשטחי  IIקשר בין קווי ) סטוקסמשפט 

1. S משטח חלק למקוטעין. 

2. C שהוא שפת , חלק למקוטעין וסגור עקוםS. 

 .ימנית' מהווים מע Cוהמשיק לעקום  nנניח שנורמל למשטח  .3

4. F  שדה גזיר ברציפות בתחום פתוח המכיל אתS  ושפתוC. 

 :אזי

 F  ∙ dr 

C

=   ∇   × F   ∙ n dS

S

 

  אםF גזירה ברציפות פעמיים: 

∇   ∙  ∇   × F   = 0 

  אםf גזירה ברציפות פעמיים: 

 ∇   × ∇   f = 0   
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 שדות משמרים

 הגדרות

 .לנקודה לכווץ בצורה רציפהבתוכו ניתן  Cמסלול סגור  שכלתחום  – קשרתחום פשוט 

 .תחום שאין בו חורים –במישור 

 שדה משמר

, Dנקודות ב  2 לכלאם  Dמשמר בתחום  Fאומרים ש . Dבתחום  רציףשדה  F=(P,Q)יהי 

אינו תלוי בצורתו של , Dהמחבר את שתי הנקודות וכולו מוכל בתוך  Cשל המסלול  האינטגרל

 .הקצה' אלא רק בנק Cהמסלול 

 

 הטענות השקולות 3משפט 

 :הטענות הבאות שקולות 3אזי  Vשדה וקטורי גזיר ברציפות בתחום  F=(P,Q,R)יהי 

 :Vלכל מסלול סגור ב  .א

 F  ∙ dr 

C

= 0 

 :ההתחלה והסיום' אינו תלוי במסלול אלא רק בנק .ב

 F  ∙ dr 

C

 

 :כך ש Uקיימת פונקצית פוטנציאל סקלרית  .ג

∇   U = F   

 (:נקודת הסיום B, נקודת ההתחלה A)ומתקיים 

 F  ∙ dr 

C

= U B − U(A) 

 :תחום פשוט קשר Vאם  .ד

∇   × F  = 0   

 עבור השדה הבא: 

F  =  −
y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
  

 !(:השדה משמר)את הראשית  ףלכל מסלול שלא מקי 

 F  ∙ dr 

C

= 0 

 :למסלול המקיף את הראשית פעם אחת נגד כיוון השעון מתקיים

 F  ∙ dr 

C

= 2π 

 

 :כך Vנבדוק האם השדה משמר בתחום . גזיר ברציפות Fבהינתן שדה 

∇   × F  = 0   

 !השדה בטוח לא משמר –לא 

 ?פשוט קשר Vהאם : כן

 !השדה משמר –כן 

 ?Uהאם קיימת פונקצית פוטנציאל : לא

 -או-

 ?0=החור ובדקים האם  סביב IIמחשבים אינטגרל קווי 

 !השדה לא משמר: לא

 !השדה משמר: כן


